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NumberFieldSieveによる素因数分解とその計算機実験
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近叫,コンピューターを仙川して色々なEj人数の#凶数分解のノjiL-かOF究されて

いるO本論は,現イ仁その巾で瓜もIdJ健也かあるNumberFieldSieve(以 卜NFS)の

アル ゴ リズムを利川 し,パ ソコ ン上で軌 くFORTRAN雷.言fiであるMicrosort

FORTRANVer.5.1を川い,n=25kl3,(k=I,2,-･)の形をしたL'I然数の井川数//)
解を,50桁を目標として試み,そのイl川他,取外を確かめ.改良を拭みたものであ

る｡

1.NFSのための準備

tl然数n=25k-3の束因数分解を行 うた

め.5次多項式ルり=X5-3を村人する.
そして,〟 )=0の板持 をイlFJ!数休Qに添

加した5次休F=Q(打 )を考える｡このと

き休Fの元∑‰r,打 で̀r.｡Zで捕成される

飽数屈をZl打 ]とするOこのときFの全盤
数屈OF･とZl打 ]が一致すること,即ち指欺
m-(0,:zl打 】)=1であることかアイゼン
シュタインの起用圭の系により示されるO

また.体Fの判別式をd(i),5次多項式
八X)=X5-3の 判 別 式 をDU)と す る と
DU)=55･34で あ る こ とが 計 33:で き.
DU)=m2･d(llよ り,DU)=d(11=55･34
となることがわかるoさらに.体Fの判肌式

l 岩窟h=.Lil..'<3437..FJtAAiliT=･とミヾ';.請 ;言:

よって, ミンコフスキーの止理の系から

31以下のノルムをもつ1次の束イデアルp.

またはp≦31の｣二にある炎イデアルについ
てそれらか全てtJiqiイデアルであることを

計井することによりQ(打 )の軌数が1であ
ることか確かめられるoよって,全桁数ぷ

zl打 ]が耶項イデアル低域となるo

即ち,ZlJ3-]の令ての泌イデアルpに対
して.叫｡Zl打 】をp-和ZlJl]となるよ
うに選ぶことができる｡この7tpを楽イデア

ルpの生成元とよぷo

ま た . 盤 放 jSZl打 】か ら イJ'舶 休
Fp=ZJpZ(pは素数 )-のぶ叩=叫qt･を
C∈F,でC5…3(modp)となるJtを対応させ
ることにより次のように退去できるo

vp,｡(打)-(cmodp),(C5-3modp)
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この写他により1次の寮イデアルpは世数の

糾わ,C)に対応しており,pとC-13'とで生
成されたイデアルとなる｡そして,その生

成加 .∈Zl打 】はこの屈柳 iJAN_vp,｡により

次の(i),(ii)ように決定できる｡

(i)p≠1(mod5)のとき.素数pに対して

魁数の組仏,C)はただ1通りしか存在せず.

このとき1次の莱イデアルpとわ,C)はvp.C
に よ り1対 1に対応 す る｡ この と き

7t∈Zl打 】でノルムの絶対値かIN(7t)A=pと
なるものか生成元7tpであるO

(ii)p≡l(mod5)のとき.ベアが全 く現
れないか.5つ現れるかのいずれかになる｡

5つ現れるとき各々の1次の束イデアルpと

也,C)は 1対 1で対 比け る. この と き

7t｡ZlJ3-]でノルムの絶対値かIN(7t)J=pで
あり.wp.C(7t)=0(modp)となるものか生成
元7lpとなるo

また,単項イデアル盤域は一志分解盤域

であるので,Zl咋]の0でない元Pは1次
の媒イデアルpの生成元冗p｡Zl打 】で単数
Eを除いて一意的に分解される｡このとき,

o≠β∈zl打]に対して負でない並数e(p)が
一意的に決iEL

β-E･押(p'
とかけるoここでβのノルムを考えZa申同型

wp.Cを利用すればべきe(p)を決定できる｡

また,CはZl打]の単数群Zl打]●に含ま
れる.単数群Zl打 ]●は1のべき椴

eo=-1

と2つの基本単数

C.=1十93-'打 3

C2=4+2打十指 4
で生成され,

6-か′̀',e(o)∈ZJ2Z,e(I),e(2)∈Z

と分解できる.このべきe(i),(0≦l≦2)のiJt

止は【1,4.17]の)]'iL.を利川できる0

2.NFSのアウトライン

簡単な例で考えてみる.n=25A'13のと
き.

251'=(2A')5≡3(modn)
より,盤歎環Zl打 】からZJnZへの馴 Sl･r]剖
tpk

q'(打)-(2kmodn)

で近義できるO

ここでgcd(a,b)≡】となる七■僅地政a,bに
対して.

･有理並数a+2A'bがZでIrli-)).数

･代数的趣致a+b打 が整数茄Zl打 ]にお
いて平方数

と仮定するoJZJJち.

a+2kb=x2.a+b打 =p2
と表せる｡環申同型q)により次の2つの巧式

か成立する｡ (ただしy…q)(P)(modn)とす
る｡)

q'(a+b打 )岩a+2kb=x2(modn)

tp(a+b打 )=q'(β2)=～,(p)2≡y2(modn)

これにより,

x2=y2(modn)

となり,もし

x≠j=y(modn)

であれば,

gcd(x+y,n),gcd(x-y,n)

は〃の自明でない約数である｡

このようにベア(a,b)を見つけるのは不可

能であるか,3.で述べるfactorbaseを川い

ることによりx2≡y2の関係式を蒔 くことか
できる｡
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3.NFSのアイデア

NFSは次の3つのStepで偶成 されてい

る｡ここでは今凶利川したアルゴリズムに

Luしてのみ記述する｡

ます,準備としてB-smoolhについて近

親する｡Bを止の車数とする.このとき,

A∈ZがB-smoo/A

く⇒Aの媒凶IfがすべてB以下

代数的地数α∈Zl打】かB-smooth

く⇒αのノルムN(α)かB-smoo/A

と泣翁する.

Stepl ある適当な上限Bl,B2>0を定
め,gcd(a,b)=1となる並数a,biこ対して.
軽歎a+2kbがBr SmOOLh.代 数 的 基 数

a+b打 のノルムN(a+b打)=a5+3b5か
B2-SmOOthであるように適ぶ｡

このとき.2.で建鼓した皿準同型q)により

q)(a+b打)≡d+2Lb(modn)

となる｡また集合P,U,Gを次のように泣虫
し,J=PuUuGとし.この北合Jの元を

factorbaseと呼ぶo

P...B]以下の全ての瀬数の集合｡

U･･･zl打 ]の単数那Zl打 】●の生成元の
雄合.即ち1.における単数co,cl,C2の柴合o

G-7t,∈Zl打 】か らな る北 合｡7t,tま

zl打 】の一次の素イデアルpの生成元でイ
デアルのノルムかB2以下の範剛 こあるもの｡

1.によりこの生成元も全て決定できる｡

Step2 次の3つの粂IJl.･(i),(ii),(iii)を描

たす鍛数のベア(a,b)を探していく(b>0)｡
そのために83をgrしくinhuの上_別として
選んでおく｡

(i)gcd(a,b)-1

(ii)la+2LbtLまBl<P'<B3となる束川
数p)を点々1つを除いてB)-smoo/hで
ある｡

(iii)lN(a･bG )l-la5･3b5Lfま
B2-SmOOIhである.

ここでもLa+2▲b<0が起 こった朋合,

(a,b)のベアを(-a,-b)のベアで但き換えて

おくo(ii)における素数plを】argeprimeと

よぶoもし,(ii)においてlargeprimeが別

れなければpl=1とするopl=1に対するベ
ア(a,b)をfullrelation,pl≠1に対するベ

ア(a,b)をpartial-fullre】ationとよぶ.

次 に . 簡 単 の た め , (a,b)か full

relationであるとする｡(ii)より

a+2kb=n 〆 U,) ,eb)∈Z≧O
pa l

とかける.また.a+b打 は1次の炎イデ

アルpの生成元7lp∈Gのいくつかのべきと

zl打 ]の単数の租の形で鼓せる.具休帆に

は,lN(a･b打 )日 a5･3b5lの束凶歎'/I
解を考えることにより決にする.そして.

単数はUの元co,cl,C2のべきの税で鼓せる｡
kt'鵜として次のような形を村る.

2
a'b打-nc:(C･)･ ∩n',(p)

lJ) N(7EI)≦βユ

e(co)∈ZJ2Z,e(cl),e(C2)∈i,e(p)∈i;

ここで.a+2kbとa+b打 は同じ叩川畑

写他q)の下で考えられるので.
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q)(a+2A'b)=a+2kE

≡Il(pb)eu,)(modn)
lT<JJl

q)(a+b打 )≡a+2A'b
2
･Ilq'(E,)e(C･)･ Il ～,(np)e(P) (modn)
1=O N(7lp)三池2

により次の関係式が串かれる.

FI～)¢)eU')
pWl

2
-Ilq'(E,)e(CL)I Il～,(X.)e(P) (modn)
l=O N(7Ep)≦Bユ

Step 3 次 に factorbaseの 個 数

をM=lUl+LGl+lPl,fullreIationの個数
を〃とする｡そしてi番 目のfuHrelationの

factorbaseのべ きe(EI),e(P),eb)の値 を鵬
番にJ,tJ,2,･-,JMとし,ベク トル

r,=U;lJ,2,.･.,〟 ).(1≦J≦N)
とする｡そしてベク トルr.の各成分

J,J,(1-<1-≦N,1-<j≦M)

に対 して,

e,J=J,J,(mod2)
と淀鼓し,ベクトル

e,=(e,1,e,2,..･,eM),(1≦i_<N)

を考える｡ もしful】relationをん′+1個見つ
けることができればベクトル

el,e2,日･,eM,eM+L

にはmod2で1次従属の捌係がある.即ち,

aLel+.･･+aMeM+aM.len.I=0(mod2)
となる

aI,a2,...,aM.IEZ/2Z

がjj:在する｡

このときal,a2,Ill,a〟十1に対してベク トル

f=alfl+a2f2+...+aMfM+aM.lfM.I

の各成分は全て偶数 となる.よって,full

relationの組 をこの結合に従ってとると.

factorbaseのべきを全て仙数にできる｡

只休的にはベク トルel,C2,･･･,e〟,e〟+Lか
らつくられる行列

(el,e2,･･･,eM,eM.I)

を乙/2Z.上で如き山し池を川いて計T)二すれば

よい｡ このように して,fullrelaLionを過

び,税を考え,そのべきを全て偶数にでき

る｡このとき,

∑(eb)) ∑(eu,))
x=Ilq)¢)-T ≡IIpT (modn)
pEP pep

∑e(C.)
y≡Ilq)(E,) 2
l=0

立 地

･Il q)(7Ep) 2 (modn)
N(7Ep)≦Bコ

とすれば

x2=y2(modn)

となる｡もし

x≠士y(modn)

であれば

gcd(I+y,n),gcd(I-y,n)

かnの約数になる.また,ljJじ1argeprime

plをもつpertial-fullrelationの組を見つけ

ることができれば, この組のfactorbaseの

べきの和をとり,fullrelationと同様に利川

することができる｡以上がNFSのアイデア

である｡
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4.実験結果

#凶敷分解のh･'北は次の衣の通 りO

(ただし.k=1,.･,8はNFSを利川していない｡)

25k-3,(k=1,2,-.)

A digit! factors

1 2 29

2 4 102】

3 5 5.6553

4 7 1048573

5 8 479.70051

6 10 23.46684427

7 ll 5.6871947673

8 l3 13.84577&17521

9 14 2087-48193.349819

lO 16 59.176329.108224Jll

ll 17 5.1871.2207.2621.665789

12 19 1177067.979486728119

13 20 47.239831.3273004044197

14 22 107.3096609167.3563112409

15 23 5.619.2151491857.5673477211

16 25 647.9277.429181.469296514307

17 26 19.23.2854823137.31009087508041

18 28 1823.73555627ト923202642033037

19 29 5.7922816251426433759354395033

20 31 13.419.232724545663343014778172059

21 32 67.577.6L845503.16966443015568478977
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また,分解に使用した各数値データを次の鼓にまとめる｡

袈1 分併給児1

兆池データ1

aTmX=-aTTlinbEmA BZ #(B2-SmOOtJ7)

ペア(a.b)のa.bの軌く範図･･･am▲n≦a≦a.n肌 .1≦b≦bDaX

♯(B21SmOOtjl)I-上のa,bの範囲で(a,b)-1.B2-SmOOtjlとなるペア(a,b)の個数

上の範凶のペア(a,b)に対してfullrelationのみで分解できるのは次の過りO

A digitsβl=β2 #U+#G+#P factorbasesize 汀
9 14 1000 3+153+168 324 325

10 16 325

ll 17 312

12 19 2000 3十290+303 596 597

13 20 597

14 22 594

15 23 3000 3+437+430 870 87L

16 25 789

17 26 4000 3+55け550 1104 1102

5000 3+671+669 1343

18 28 6000 3+769+783 1555 1432

19 29 7000 3十909+900 1812 1623

8000 3十1011十1007 2021

9000 3+1104十1117 2224

具仏的には次の手相で分解を試みた｡

1000-smootJ7から分解を試み,分解できればkの他を1つ上げ.おなじ上恥で分Afを試みるo

もし分解できなければsmootjlの上限を1000ずつ上げていく｡その結氷か上の衣である｡参考

として利用しなかったsmootjlの上限に関するデータも表にまとめている (空白部分)0

さらに,a,bの範囲を山 プ分解を試みた｡また,pertial-fullrelationも仙川｣した｡そのA']=火

は次の過り｡
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表2 分解結果2

共通データ2

a max=-alnhbm.x β2 辛(B2-JmOOth)β1-β2 #U+#G+#P racLorbasesize

k digits β3 ff pr pfls fr+pfls

20 31 2441

21 32 2232

pr･･･partialイullrelationの個数｡

pfls･-partial-fullrelationにおいてJaLgePrimeplが同じになる組合せの個数o

bの範囲はそのままでaの範囲を広げた｡これにより1045ト8130-2321個B2-SmOOIhとな

るrelationが増 えたo これにより,A-20,21はfullreJatlOnのみで分解できた｡ しかし.

k-22の場合,fu‖reLationのみでは分解不可能であり.pertia1-funrelationを利川すること

により分解に成功した｡

5.結果の分析と今後の課題

今回の実験結果 としては小 さな#数で

34桁の自然数の分解か可能であるという部

分でNFSは他の要田歎分解方法に対 して有
用性かあると考えられる｡ただし,分解の

上限を10000に押さえてしまったため自損

である50桁の分解は達成できなかった｡

また,今後の課題としては次の2つが挙

げられる｡

1つElはデータLtI力に関する時間の短縮
である｡今回の突放において瓜 も時間がか

かったのはa+b打 のノルムの楽凶敷分解

の部分である｡これを短 くするにはsmoolh

testの改善か挙げられる【2,4】0

2つ日は分解する数値の桁数を上げてい
くことである｡今回の実鮫ではk=22の場

令.即ち34桁の自然数までしか分解できな

かった｡10000-smooLhではこの月i数が臥

界であると考えられる｡さらに桁数を上げ

ていくにはsmoothの上附をあげていくこと

が有効であると考えられる｡
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