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曲線の接線の図形的なとらえ方について(ⅠⅠ)
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接線の概念についての新しいとらえ方を提案した梱 )に続き,本論文で

はこのとらえ方を中学校 ･高等学校の数学科の授業で実際に展開してい

くためのいくつの題材について提案したい

1 新しい接線の概念に関連する

数学的題材

本論では我々の ｢新しい接線のとらえ方｣(【6L)
を中学校･高等学校数学科の授業に取り入れるた

めの題材について述べることにする.その際本研

究の当初の目的に鑑み,次の点に留意する.

1.現行のカリキュラムとの整合性を保つために

中学校:う年次で学習する ｢円と直線の関係｣

と高等学校数学11で学習する ｢微分係数と接

線の傾き｣の間を補うものとなるようにする

2.高等学校数学11を履修しない生徒にとって

も,この内容を学ぶことそれ自体に意義があ

るようにする

そのため題材として次のようなものを提案する

1.1 円の接線との関係

我々の接線の定義と現行のカリキュラムの整合

性を示す すなわち新しい定義によって引いた円

の接線が従来の定義と一致することを示す必要が

ある.

命頗1円 ()の円周上に点Aをとる.点J4を通

る円()の従来の意味の接線XAx′を引く,次に

点 Aを中心とし.円 ()と同じ半径の円を描きこ

ー 7 9 -

れを我々の接線の定義における ｢円 A｣とする

円0と円Aの2つの交点のうち直線OAに対し

て .k'と同じ側にある方をBとし,弧 J4Bを ｢左

側部分｣とする このとき半直線 AX と半直線

ABによって作られる角領域は r領域 LJ｣とその

境界部分を除いて一致する

証明の概略.平面全体は直線 xJ4x′によって

2つに分けられる.このうち円の中心0を含む

側を ｢上側｣,反対側を ｢下側｣と呼ぶことにす

る (境界は含まない) このとき円0は点Aを

除いて ｢上側｣に含まれることはすぐにわかる.

次に点月を通る円Oa)左側接線について調べ

る /XABの内部の任意の点pをとる.Aを始

点とLPを通る半直線は劣弧 AB とただ1点を

共有する.従って/XABの内部は ｢左側接線｣の

定義の領域 い こ含まれる

一方領域 Lの任意の点Qをとるとき,Aを始

点とする半直線 AQは劣弧ABと1点を共有す



ることから直線 ユー′1.1'′について円0と同じ側に

含まれる.すなわち ｢上側 ｣に含まれる また半

直線AQは優弧ABとは共有点を持たない 従っ

て点Qは/̂'ABの内部にある これらのことか

ら領域 LとLlr/lBの内部は一致し,従って円O
の周上の点 Aにおいて r左側横線｣は従来の定

義による接線と一致することがわかる 右側接線
についてt,同様のことが示され,こu)ことから新

しい定鐘に上る接線と従来の定義による円の接線

が一致することがわかる(帽証終)

この証明はユ-クリッド幾何の公邦までさか0)

ぼる形で弘明される こU)とき2つの定義による

r接線｣が同 であるという,いわば-,劉生証明の

ようなをJO)は中学生 .高校生にとってuとても先任

解なそ,a)である こu)あたりをどうするかが幸,つ

とも塩要な波蝕である.

1.2 接弦定理との関係

円周lqu)定理の l極限｣として撲弦定理をとら

えることはよく行われているようである.

円0の周L1.に点 A,B,Cを旋弧′lB

上に C がある上うにとる.点 A,Bを
l董l定し点｢丁を動かすとき.Cはどこに

あってt,/′l(JBは一定である (円周角

の定理)

弦B/lと′lを通る円0の接線u)なす角

は∠A(_:Bと等しい (接弦定理)

に向かって近づくとき,弦CA(の延長)がAを

通る接線に近づく こu)とき /ACBが弦LjAと

この接線のなす角に近づく ｣という形でIil迎づ

ける.

ここでu r近づく｣という語a)定義が嘩味であ

る そも,そt,極限というただでさえとらえにくい

概念が使えないところで単に r近づく｣とい1-I

辛,実感しにくい

点Aについて点Cが ｢右側部分｣にあるとし

たとき,"すべての"∠/I(_'β (紘('ノl)を描くこ

とに上って求まるU)が点 Aにおける右側接線で

ある この右側接線と弦BAq)なす角が横線と弦

a)なす佃 こ相当する､実際にこa)作業を自ら行う

ことによって,権限の概念が ヒり確実なもa)にな

るであろう

1.3 折れ曲線の角度の定義

2つの曲線u)角度を定義することができる.

定義. 2つの曲線 cl とe2が点 Aで交])っ

ているとする.点 Aにおいてそれぞれの曲線に

対して ｢右側｣｢左側｣に接線を引くことができ

るとき,この2つの接線のなす角度が2つの曲線

のなす角度であると定める

この道#u概念としてu.旨味があるが,実際に

は使いものにならない それは具体的に両側に接

線を引く作巣が,大きな誤差をもたらすからであ

る.しかし生徒に ｢折れ曲線の角度をどう定義す

るか｣という内容で討論をさせることは意轟があ

るであろう

また我々の定義によれば,折れ曲線の角度が1

80度ならばそれが接線が引ける状態であるとい
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うことになる 従って接線が引りるかどうか (曲

線がcl級であるかどうか)を考えることができ

る l61において,こu)定義では横線の存在性U)放

論がしにくいという欠点をあげたが,この概念を

導入することにたって直感的な砥論の中でも誤解

を少なくすることができる

1.4 放物線の頂点における接線

Lllによれば,一般U)仙線上u)点において複数u)

接線が引りると考えている生徒がたくさんいるよ

うである その調査例として放物線の頂点におり

る接線についての蒼和調査が行われている

我々の接線の定義を用いれば,放物線の頂点に

おりる接線がどういうものであるか限定すること

ができろ

命題 2原‥点を通y)縦軸を･対称軸に持つ放物,l''*

y - (L:r2 (n≠o)a)原点における接線は,.T軸

である y

証明. 簡単のため(t>Oとする 原点を中心

にして半径 ノ｢｢講 の円を描く 放物線のこの

円および第1象限に含まれる部分を ｢右側部分｣

とする..1-軸正の部分と直線 y-o･3:で囲まれる

角領域をRlとする,

放物線u)右側部分は F71に含まれる.従って原

点を始点とし,この右iRIJ部分を通る半直線は fh

に含まれる このことから右側接線の定義におけ

る角領域 Rは RIに含まれることがわかる.

一方.Rl内部の任意の点 (p,q)に対してその

点と原点を結ぶ直線 y=芳:Ll(0<苦 く o)とこ

一 日1-

の放物線共有点は,その ｢右側部分｣に含まれる

従って ftlが f=こ含まれろことがわか V) ,2つa)

角領域が一致することがわかる

従って ｢右側接線｣は.T軸であることがわかる

同様にして左側接線も.T軸に一致することがわ

かるu)で,接線が引けることがわかる (証明終)

こ0)ことがわかれば定義から明らかに放物鰍 u)

頂点における接線が 1本 しかないこともわかる

また前節の折れ曲線の角度と接線の関係から,

放物線の ｢右側｣と ｢左側｣の ｢成す角｣がユ80

度であることがわかり,放物線が ｢角張らない ｣

ことも示される

1.5 微分の概念の導入

微分の概念の導入でもっと･t,難 しいのは,極限

の牧舎である.高等竿按2年 .:j年で極限の計算

を学ぶが,これは概念がわからなくて車ノ答えを出

す方法さえ身につければ点数がとれるような内容

になっている 微積分をいきなり公式から学んで

もある程度グラフがかけたり体積が計界できたり

するので, ｢ものわかりの良い｣r優秀な｣生徒

は.逆にその ｢本架｣を必要と感 じていないこと

が多い しかしそういう生徒にとっても.少し難

しい問題に直面したときに,こ0)本質をとらえる

ことが必要になってくる また ｢ものわかりの良

くない｣生徒にとっては,意味もわからず丸暗記

するということに陥ってしまい,数学嫌いを助長

するのではないかと思われる

この点において我々の新しい接線の概念を先に

導入してあれば, ｢割線の傾きの極限が横線o)傾

きである｣という表現が直感的にわかりやすいの

ではないだろうか.そうすれば ｢微分係数はその

点での接線の傾きである｣という定義ができて,

微分の概念を複合的にとらえることができるよう

になる

微分の概念が直感的にわかれば,計算してグラ

フを描くことはグラフ亀卓などを用いればすぐで

きるので数学を苦手とする生徒にとって負担が少



なくなると考えられる

2 新しい題材の扱い方

現行のカリキュラムでは中学校3年次で円につ

いて学ぶ この新しい接線の概念はそのあとに位

置づけることについては異論のないところであろ

う 間組LL工最終目標をどこに設定するかである

勘合にtっては ｢新しい接線の牧舎｣を導入する

手間の割にメリットが薄い場合もあり得ろ.従っ

て扱い方を考慮する必要がある 以下にいくつか

の方法を提案する

2.1 従来の枠組の中での取り組み

従来の中学校数学科の内容から大きく逸脱しな

いという方針の下には次のような扱いをすること

が考えられる､

j.新しい接線の定義を導入する.そU)際は定義

として導入するのではなく,

r領域J7を作るとその境界はどういう図形

になるだろうか｣

という形での問いかけとし,牧舎をある程度

把握させるだけにどとめる

2円周角と接弦定理の関係について考えさせる

これは従来 tく行われていたt)a)を補充すること

に/i_ろが,新しい定義それ自体の必要性は蒋い.

2.2 高等学校数学ⅠⅠを履修しないこと

を前提とした取り組み

Igi等羊校数宇 目では微分の概念が導入される

しかしこれをすべての高校生が学ぶわけではない

そういったことを念頭に置いたとき,中学校こう年

吹,高等学校数字1･Aまで0)範歯でt,われわれ

u)新しい定義が還味を持つようにしたい そa)た

めに次のような扱いが考えられる.
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l折れ曲線の角度について考える 結論がはっ

きりしやすいので生徒同士の誌論を通じて捉

えさせる

2,新しい接線の定義を導入する.

3放物線の頂点における接線を定義する.接線

は一本しかない

4 ｢接線が引ける｣ことは ｢折れ曲線の角度が

18O度｣であることから放物線U)r頂点Iu

｢角PJ長らない｣ことがわかる

-2次関数のグラフを描かせたときに放物線u)TB-.卓

が角張ってしまう答案をよく見かける 独立変数

の値を変えてグラフ上に点をとってグラフを描か

せてみるという以外に,それが間違っていること

を説明する有効な手段がなかったものと思われる.

数乍 1の 1つの主要な題材である2次関数のグ

ラフについて理解を深めることがこの扱い方にお

ける一つのR標である.

2.3 微分法への橋渡しとしての取り組

み

本研究の当初の目的は｢P学校で学ぶ ｢接線 ｣と

高等乍校で学ぶ ｢接線Jの間にあるギャッフを埋

める,すなわち凶形の性質と微分法の概念o)間の

橋渡しをすることであった このために次のよう

な扱い方を提案する

まず前節と同じように ｢折れ曲線o)角度-｢接

線の定義日放物線の頂点における接線｣について

扱ったo)ち,一帖のl輩倣 (多項式関数)について

】平均変化率 (割線o)傾き)を定点する

.2瞬間射 ヒ率 (微分係数)を定義する

3,r平均変化率の極限が瞬間変化率である｣こ

とを図の上で見て,そこから ｢新しい定義に

上る接線Ja)傾きが瞬間変化率であることを

知る

こu)上うな形で r微分係数)を導入 し,1日nJtを

使った定義を直感的につかむことにより,生徒に

感覚的に伴解させることが可能になるt,のと予想



される

3 本研究のまとめと今後の方針

本研究のまとめとこれからの進むべき方針につ

いていくつか述べる

3.1 本研究における問題点

本研究甘 従来中辛校と高等学校のt別でU)ギャッ

プを埋めることを大きな目的としていろ しかし

そのためこの内容を具体的に中学校･高等学校の

どの段階に行うかがはっきり決められない_前章

でその扱い方についていくつか考えられる方法を

述べたが,2,1の扱い方は中学校数学科の範噂に

はいるものの,前章であげたそれ以外の扱い方に

ついては,どの内容をどこでどう扱 うかは,現行
a)学校制度では難 しい問題である.

3.2 本研究の持つ意義と今後の方向

これまで極限について,中学校では ｢扱わない｣

高等学校では ｢直感的な定義に基づいて計芽をさ

せる｣という方針で教育が行われてきた.その結

取 微分の概念を捉えようとせず公式を覚えて計

算するだけに陥り,ひいては生徒の興味を滞れさ

せ,学力が低下するという状況になってきた

近年,教育に計算機を導入しようという動きが

目立つ 数学はそU)中でももっとt,重要な教科で

あるとされている.計算機を使 うことにより.極

限を r動的に｣捉えることができるようになり,一

見理解しやすくなったかのように見えるが,実際

は与えられたソフトによって提示される画面を見

るだけに終始し,｢自ら手を動かしながら考えるJ

ということがおろそかになることが危供される,

この点でむしろ時代遅れとも言える本訴文の内

容を元にして ｢生徒自ら手を動かし追求する｣｢他

a)生徒と鵠論をするJためU)教材を作ることがで

きるのではないかと期待 している,それが ｢数字
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a)良さ･おもしろさ｣ r数学教育o)存在者轟｣と

いった問願に対する答えだと考えるからである.
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