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複素数は､二次方程式の解を考えるときに実数の概念を拡張することで導入

されてきたoしかし二乗すると負になる教の存在感が感じられる導入がなされ

てきたとは言い難い｡本論文では､複素数に存在感を与える番人についての提

案を行う｡

1 研究の動機と背景

複素数の導入は､二次方程式の解を考えるときに.

実数の概念の拡張として扱われてきたDこれまでの

高等学校の教科書では､複素数を次のように定義し

てきた｡

定鞍 11 平方すると,-1になる数を1つ考え.こ

れをiで表し､虚数単位という｡すなわち､12=-1

とするoiと2つの実数 a,bを用いて a+blの形に

表される数を複素数という｡

このように､教科書では､i'L=-1となる数につ

いて､最初から1つあるものとして定義され､複素

数の存在性についての説明が避けられていた｡

12=Il

となる数 iとは,どんな数だろう､どんな意味があ

るのだろうと考えさせることが教育においては重要

なことであるにも関わらず､指導上の難しさからあ

えて触れられない教育が行われてきた｡複素数の指

導は､形式的演舞に習熟させることであると誤解し

ている教師も数多いと思われる｡

しかし､複素数について ｢本当にそんなものがあ

るのか｣という姪問を大切にした教育を行うことは､

いろいろな角度から､物邸を考えられるような生徒

を育てるために､必要なことではないかと考えるo

われわれは､複素数の導入の授業を通じて数学的見

方 ･考え方を身につけさせる授業を行いたいO

この論文では､これまでなされてきた複素数の定

1【9.pp8】英数の拡張として､視兼散を定轟している｡

義を比較検討し､複素数に ｢存在感を与える｣斗人

の仕方を提案することを目的とする｡

2 複素数の定義について

これまで用いられてきた複素数の定義は,およそ

3つの型に分類できる｡以下にそれらの型について

検討する｡

2.1 実数の順序対を用いた定義

2.1.1 定義

定義 2 2 二つの実数a,いこ対して)I,1序も考えた実

数の対(a,b)を複素数と呼ぶ｡

a,b,C,dが実数のとき､二つの複素数 Z =

(a,b),W=(C,a)に対して､相等 ･演芽を次のように

定義するo

相等 (a,b)=(C,a)であるとは､

a=C,b-dが同時に成り立つ時に限る.

加法 ZとWの和を(a,b)+(C,a)=(a+C,b十d)

とする｡

乗法 Z とWの積を(a.b)(C,a)=(ac-bd,ad+bc)
とする｡

以下､この定義を､(α,ら)型と呼ぶことにする｡

[性賃1

C-((a･b)a,bER)
?[1.pp.I-21からの引用

- 57-



とする3｡

I,W ,t･∈Cに対して､Z=(a.b).W=(C,a),t･-

(e,I),(a,b,C,a,E,f∈a)とすると､

1加法 ･乗法について,

交換法則 Z+W=W+I
ZW =WZ

結合法則 (I+W)+V=ヱ+(W+V)

分配法則 Z(W+V)-zw+zvが成り立つ｡

2 減法と除法は､それぞれ加法と乗法の逆演井

として次のように導かれる｡

減法 Z+V=Wとなる複素数 t)をZとWの差

という｡V=W-ZとnFft<｡ V-(C,d)-(a,b)-

(a-0,a-b)となる｡

除法 Z≠(0,0)とする.zu=Wとなる複素

数 Vを､ZとWの商という｡V=竺 と暫く｡
I

このVは必ずあってただ一つに限る｡

V=(工.y).(コ.y∈R)とおくと､

zv=(a,b)(I.y)

=(aェーby,ay+b3:)

=(C,a)

Z≠(0,0)より､a2+b2≠oだから,

arIby-C,ay+b3=-dを同時にみたす T,yは､
ac+bd

l･-訂手許･y-諾詔 と1つに決まる｡

したがって､γ=
ac+bdad-bc

a2+b2'a2+b2

2.1.2 (a,b)型の特徴

1･順序対 (a,b)は,座標平面上の点と1対 1に対

応させることができる｡すなわち座t'R平面上の

点と複素数が1対 1の対応となるので､Cを2

次元ユークリッド空間R2と同一･視することが

できるC

2加法 ･減法については､直感的にとらえること

ができる｡

しかし,乗法の定義は,直感的にとらえること

が難しい.

3高等学校で扱っているベク トルとの関係では､

3R は､実数全棒の弘合
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ベクトルの加法 ･減法と一致する｡しかし,秦

法と除法については､ベクトルの演昇と関係づ

けることが難しい｡

2.2 行列を用いた定義

2.2.1 定裁

定載 34 二つの実数 a,bに対して､次のような形

の2行2列の行列を複素数と呼ぶ｡

(:-ab)
以下､この定巷を､行列型と呼ぶことにする｡

相等 ･演算は､行列の相等 ･行列の演算で定義する｡

[性乍]

C- ( (; -ab).a ,bea )

とする｡

1 A,B∈Cに対して､

A-(;-ab)a-臣d)
(or,b,C,d∈R)とすると､

A･B- (ba.圭 一 とbfcd))

となり､加法について閉じている｡

AB-(冒-ab)(工cd)

-(oa31.bb三
-(ad+bc)ac-bd

となり､乗法について閉じている｡また､

BA=(3led)(;-ab)
4(2,pp25-28】からの引用



- ( :;-. bb三 IYcd_'bT )-AB

となり､乗法に関して可換であるo

A,B,C∈Cに対して.

A- ( ; -ab )B- (3 -cd )C- ( 工 e/ )

(a,b,C,a,eJ∈R)とすると､

加法 ･乗法について,

交換法則 A+B=B+A

AB=BA

結合法則 (A+B)+C=A+(B+C)

分配法則 A(B+C)=AB+ACが成り

立つ｡

2. 減法と除法は､それぞれ加法と乗法の逆演舞と

して次のように導かれる｡

減法 A+C=Bとなる複素数 CをAとB

の差というoC=B-Aと書くo

c-(;二言-三dlab')
となる｡

除法 AC=Bとなる複素数 CをAとBの商

__ J L-;iT 二 _: -'=-:_t.

C-(; -ry)
(T,y∈R)とおくと

AC- (冒 -ab)(; -ry)

-(;;二bbTy~taEy_'bbyT))

-(3-cd)
Aは帝行列でないから､a?+b2≠Oより､

ar-by=C,oy+bェ=dを同時に満たす ェ,yは,

ェ-許諾 ,y- 諾諸 と 1つに決まるo

したがって､

C=

C ＼ (0)-
〈 (

(

α

b

ac+ bd

a2+ b2
ad- bc

a2+ b2

-ab)

蔓 )

a,b∈R.a2+b2≠ o

は 常 に逆行 列 をもつ0

2.2.2 行列型の特徴

1Cは､2行 2列の行列全体の集合 〟(2,氏)の可

換な部分萌である｡

2.行列で定義された複素数 Aに対して､

写像 / .R2ト｣ R2を

/ x∈R2ト｣ Axと定義する｡

/A xトーうAxは､R2からR2への一次変換

と同一視できる5｡

3行列で定義された複素数 A,Bに対して,

写像 fl:X 一十Axと

写像 /2:X←｣ Bxを定義する｡

(/1+A)(I) = fl(I)+/2(I)

= Ax+Bx

=(A+B)x

すなわち､一次変換の和と複素数の和は同一

視できる｡

また･(/10f2)(x) - /1(/2(Ⅹ))

- /1(β(x))

- A(B(x))

- (AB)x

5t3,pp719】には､複素数を行列で表現されることが述べられ
ている｡
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すなわち､一次変換の積と複素数の積は同一

視できる6｡

4.以上のことからわかるように､行列および一次

変換について理解 していないと､行列型を理解

することは難しい｡

2.3 虚数単位を用いた定義

2.3.1 定載

定義 47 平方すると､-1となる数をlつ考え､こ

れを1で表し,虚数単位という｡すなわち,12=-1

とする｡ 之と2つの実数a､bを用いて a+biの形に

表される数を複素数という｡

a,b,C.dが実数のとき､二つの複素数 Z= a+
bt,W=C+diに対して､相等 .演算を次のように

定義する｡

相等 a+b7-=C+d2であるとは､a=Cかつb=d

のときである｡

特にa+bi=0 であるとは､a=Oかつb=0

のときである｡

演芽は､複素数を単なるiの文字式と考えて行う｡

以下､この定義を.a+bi型と呼ぶことにする｡

[性#] C= (a+b2a,b∈R,tは虚数単位)と

する｡

1演算を‡の文字式として考えたので,明らかに

加法 ･乗法について､交換法則 ･結合法則 ･分

配法則が成り立つ｡

2減法と除法は､文字式2の形式的な計昇で行う.

2.3.2 a+b2型の特徴

1.この定義は,これまでの高等学校で広く取り上

げられてきた複素数の導入における定義である｡

これは､二次方程式の解を求める折の実数の概

念の拡張としての扱いであるが､二乗すると負

になる数についての存在性については言及して

6I2,pp18-21)には 7n次元から n次元への一次写倣 Jと
(帆.a)行列 Aとが 1対 1に対応することが述べられている｡

7【9.pp8】からの引用

いない｡二乗したら負になる数を最初からある

ものとして定義している｡

2二乗したら負になる数を1つ考え､‡2=-1と

した瞬間に (-1)2=-1となり､二乗すると負

になる数が2つあることになる｡1つあると考

えるところに唆味さがある｡

3iの文字式としての扱いになっているために､

｢a+bi=0であるとは､a=0かつb=0のと

きである｡｣と定義せざるを得ない｡

1.23.の点から､数の概念を深める上でふさ

わしい定義とはいえない｡

4匹姻rl演算について､22=-1とするはかは､iの

文字式と考えて行うので､形式的に計算を行う

ことができる｡除法についても次のように形式

的に行うことができる｡

除法

(C･di)÷恒 bl)-三諾
(C+di)(a-bi)

(α+叫(α-叫
ac-bcも+adl-bdi2

a2-b2i2
ac-bci+adt+bd

a2+b2
(ac+bd)+(ad-bc)I

a2+b2
ac+bd ad-bc.

才子辞 +訴了市t

このように.四則演昇について形式的計許が

できるので､生徒にとっては扱いやすく､形式

的計算に習熟することによって,達成感を味わ

うことができるという利点がある｡

2.4 3つの型の定義の比較

以上述べた3つの型の定義について比較倹討する｡

まとめると､次の表 1のようになる｡

a,b∈Rとする.
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蓑 1-複素数の定義

(a,a)A C=R2平面 順序対

行列型 C-(冒-ab)⊂M(2.R,

このうち,(a,b)型は､複素数とR2平面の座標上

の点とを1対 1対応させることができる｡複素数平

面を定義する除に妥当性がある｡加法 ･減法につい

て､高等学校で放っているベクトルの淡昇の扱いが

できるので､ベクトルをすでに学んでいる生徒には

受け入れやすいと考えられる｡しかし､乗法 ･除法

については図形的な扱いが秦荘しいので,生徒にとっ

ては理解しにくい可能性がある｡

行列型は､先に述べたように複弄数をR2からR2

の一次変換の概念と対応させることができる｡しか

し､行列の演算の定義を学んだ生徒にとってはこの

定義は自然であるが､そうでない生徒にとっては難

しい.

また､一次変換の概念は重要であるが､平成元年

改訂の学習指導要領以降の高等学校の数学では取り

扱っていない｡

a+bl型は､二乗すると負になる数についての存

在について雷及されていないので､生徒が中学校ま

では､二乗したら正になる数の存在しか学んでいな

いこととの整合性がない8｡また､二乗すると負にな

る数についていくつあるのかはっきりと述べられて

いない9｡虚数単位 71の存在とtが一つだけであるの

かどうかが唆味にされている｡高等学校において広

く教科書で取り上げられている定我であるが､複式

数がどんな数であるかの概念を深めさせるにはふさ

わしくない｡しかし､i2=-1とするほかは､tの文

字式と考えて四則演昇を行うので､形式的計昇に習

熟させる定義としてはふさわしいと思われる｡

8(7.pp3I)には･二条したら負になる平方掛 ま存在しないこ
とが述べられている.

Ot9,pp8J成改称位 iについての祝明が述べられている.

表 2 定義の比較

(0.,b)型 座標と複素数の 定義が

1対 1対応 わかりにくい

行列型 可換環 行列について

一次変換 の知識がいる

3 複素数の新しい導入について

前節までの倹肘を踏まえ､これら3つの型の7T:'二

の良さを取り入れ､複素数を図形的に取り扱い､複

素数に存在感を与える新しい導入を提案する｡

(a.b)型の良さは､准票数をR2の表現とみること

により,複素数と座標平面上の点を1対 1に対応さ

せることができることである｡平成元年改訂の学習

指導要衝による教科書では､複素数平面を次のよう

に定義していた10｡

足軽511 座標平面上には(a,b)を座標にもつ点 P

がただ一つある｡この点 P(a,b)を複素数a+biに対

応させて考えると､すべての複素数がこの平面上の

点で表される｡このようにして､複素数 Z=a+bt

を座標平面上の点 P(a-b)で表す場合,この平面を

複素数平面といい､2:軸を実軸､y軸を虚軸という｡

また､複素数Z=a+btを表す点Pを,単に点Zと

呼び､p(I)または､P(a+bi)と書く｡

ここでは､座標平面上の点と複素数が 1対 1に対

応するということだけが定為されていて,複素数を

座席平面上の点と対応させる良さや意味については

述べられていない｡数学的見方 ･考え方を育てるた

めに重要な部分が欠けていると思われる｡そこで､

(a,b)型の良さを取り入れるとともに､複素数を座標

10姓兼牧平面は,平成元年改打の学習指事要衝で取り上げられ

た青葉であり､従来は､祝井平面と呼ばれていた｡昭和 35年改

打の草野指3*要取による教科tでは.7I*平面と呼ばれていた｡

【6.pp12】には､Complexplaneと呼んでいる.【4.pp8】には､
平面上の各点がgF兼牡を或すものと考えた座す平面を連*平面

(complexplane)または､ガウス平面 (GaLuSSlanPlane) と
呼んでいる.

‖【9,pp96】からの引用
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平面上の点と対応させる意味について考えさせる授

業を臼指したい｡

複素数平面は､平成 15年度実施予定の芯等撃破

学習指導要領から削除されることになっているが､

複素数がどんな数であるかを固形的に表現し､複東

数に存在感を与えるすぐれた表現である｡複素数の

導入にあたり､複素数平面を取り入れることが必要

であると思われる｡

(a,a)型の良さは､複素数の加法･減法が座壌平面

上の点の平行移動で説明できることである｡すなわ

ち､高等学校で学ぶベクトルの加法 ･減法と同じ演

許である｡

行列塾の良さは､複素数を一次変襖とみることが

できることである｡一次変換の合成を考えることに

より､複素数の乗法･除法は座標平面上の点の拡大 ･

縮小移動と回帳移動で定毛することができる.

a+bヱ塾の良さは､ Tの文字式とみることにより.

複素数の四則演算を形式的に行うことができること

である｡しかし,虚数単位iの存在性について述べら

れていないので､数の概念を深めさせることになっ

ていない｡

複素数の新しい導入のために､定義 2の(a,b)型.

定義3の行列型､定義 4のa+bi型の3つの型の定

義を自由に取り入れて使うことにする｡

櫨兼数の導入を次のような原則で行う｡

(1)二乗したら負になる数の存在について､生徒

自らが構成する｡

(2)実数からの数の拡張を行い､数の概念を深め

るものとする｡

(3)図形的な定蔦を取り入れ､数学的な美しきを

味えるものとする.

3.1 複素数の導入について

本論文では､複素数の導入にあたり､以下のよう

な授業展開を提案する｡

(1) 二次方程式の解の存在を数直線を用いること

により､図形的に扱う｡

(2)C を R の拡大とみて､複兼散に存在感を与

える定義を図形的に行う｡

(3)複素数平面を定義するo

(4)複素数の加法 ･減法について､実数の加法 ･

減法を数直練上で行うことができることから座標平

面上に拡張して､図形的に定義するo

(5)複素数の乗法 ･除法について､座席平面上の

点の拡大 ･縮小と回転移動で図形的に定轟する｡

(6)複素数の四則演算について､(a,b)型の図形

的な定義と,a+bi型の形式的計算の良さを取り入

れる｡

3.1.1 二次方程式の解の存在

平方相についてこれまでの中学校の教科晋では､

次のように定義していた｡

定軟 6 12 ある数 ごを二乗すると､(実数aに対し

て)αになるとき､すなわち.

r2= a

であるとき､xをaの平方根というO

続けて,教科啓では ｢どんな数を二乗しても負の数

にはならないoしたがって､負の数には平方根はな

い｡｣と述べている｡ 最初からαが負の数になる

場合を除いて定義しているが､aが正の数の場合,0

である場合､負の数の場合についてそれぞれ考えて

みることが数学的には重要である｡

二乗したら正になる数､Oになる数､負になる数

についての存在性について､自然な形で斗人を行う.

同現 1次の二次方程式を解きなさい｡

(I+○)2=△の形を使って求めなさい｡

(1) 2'2-6ご=16

(2) 12-6T=7

(3) ヱ2- 6r=0

(4) ェ216ご=-5

(5) 22- 62=-7

(6) 22- 6ェ=-9

(7) 31･2- 6r=-13

また､問題 1の二次方程式について､似ているとこ

ろ違っているところはどこですか.

L2[7,pp叫 には､正の数に,平方相が2つあり,Oの平方億
はoだけであるとiii;べられている｡
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予想される解答 1

(1) r2-6x+9-16+9

(T-3)2=25
r-3=士5

答え ェ=12 または r=8

(2) r2-6x+9=7+9

(L･-3)2=16
x-3=士4

答え ェ=-1 または ==7

(3) x2-6r+9-0+9

(I-3)2=9
2-3=士3

答え ご=0 または r=6

(4) x2-62+9=-5+9

(㍗-3)2=4

r-3=士2

答え a･=1 または r=5

(5) だ2-6£+9--7+9

(エー3)2=2
x-3=士､乃

答え ヱ=3-Jラ または ェ=3+J亨

(6) x2-6ェ+9=一9+9

(=13)2=0
213=0

答え ェ=3

(7) ェ2-6ェ+9=-13+9

(r-3)2=-4
二乗したら負になる数についてどう考えたらいいだ

ろうか｡

二次方程式の左辺のx2の項の係数が 1,=の項の

係数が一6であるところが似ている｡右辺の数字が

違う｡

3.1.2 二次方程式の解と数直線

実数について､これまでの高等学校の教科昔で

は次のように定義している｡

定載 713 有限または無限の小数で表される数を実

数という｡従って実数は､有理数と無理数からなる

ものである｡

13[8.pp叫 からの引用

また,数直線については次のように説明している｡

足軽 814 直線上に基準の点 Oをとり､単位の長

さを決めると､直線上の点をそれを表す実数に対応

させることができる｡准線上の点と実数とを対応さ

せて考えるとき､この直線を数直線､Oを原点とい

う｡数直線上の点 Aに対応する実数 aを点 Aの座

額といい､Aの座標がOであることをA(a)と表す｡

数直線上の任意の点の座標は実数であり,数直線上

の各点にその座標を対応させれば､相異なる2点に

対応する2つの実数は相異なるD

そこで･数直線上に二次方程式 (ェ十〇)2=△に

ついて､△が正になる場合の解は､数直凍上に表す

ことができる｡二次方程式の2つの解の数直線上の

位置関係を観察する｡また､△=Oの場合の解との

位腔関係を観察する｡

間Zi2問題 1の答えを数直線上に表しなさい｡

数直線を観察してみましょうO

どういうことがわかりますか｡

予想される解答 2(1),(2),(3),(4),(5)の二次方程式

の解を数直線上に表すと､工=3を中心として2つ

の席が対称に位置している｡(6)の解は,I-3の1

つだけである｡(7)の解はどこにあるのかわからな

い｡

(1)0)Kモ●f兼丁. (2)のA=モ▲で7tT. (3)のKt◆TJtT.

(d)のAiq書★tJtT. (5)のAEt▼tA丁. (6)のAa書〇十7tT.

-6 ･5 -4 -3 -2 -1 0 I 2 3 4 5 6 7 E1 9

3.1.3 複素数の存在

数直線上に表せない数をどうしたらいいか考える｡

新しい数の世界を作るには､どうすればいいか考え

る｡

問題 3(7)の解は､どこにあったらいいですか｡

予想される解答 3(i),(2),(3).(4),(5)の二次方程式

の2つの解はそれぞれx=3を中心として数直線上

に対称に存在していた｡(6)の解は､3,-3の1つだ

H【8.pp.21】敷瓦娘と実故の関係についての現明である｡
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けであった｡(1)の1つの解==-2と(6)の解r=3

までの距離と､(1)のもう1つの解エ=8と(6)の解

I=3までの距掛 ま等しい｡同様に(2).(3).(4),(5)
の2つの解とr=3までの距離はそれぞれ等しい｡

以上の考察から(7)の解は2つあり､==3を中心

として対称に位置するのではないだろうか｡しかも

数直線上でないところにあるとすればどこにあるの

だろうか｡

数直線の外側にあると考えられるのではないだろ

うか｡

3,1.4 横蕉数平面

(1).(2),(3),(4),(5),(6)の解は､数直線上に表すこ

とができた｡(7)の二次方程式は実数の範囲では解

くことができないが､(7)の二次方程式を解けるよ

うに新しい数の世界を考える｡

問題 4次の二次方程式の解を (ェ十〇)2=△ の形

を使って求めなさい｡

(8) r2-6ェ--18

(9) =2- 62-134

(I)から(9)の二次方程式を平方完成の形で表した式

について､似ているところ違っているところは､ど

こですか｡

解をどこにしたらいいと思いますか｡

予想される解答 4

(I)(ェ-3)2=25

(2) (1･-3)2-16

(3) (T-3)2-9

(4)(ご-3)2-4

(5) (x-3)2-2

(6)(1･13)2-0
(7)(1･-3)2=-4

(8) (3:-3)2-19

(9) (1､ 3)2--25

(4)と(7)の右辺の数の絶対値は4で同じ｡でも符号

が適う｡

(3)と(8)､(1)と(9)の右辺も同様に絶対値が同じ

で符号が違う｡

(7)の解は､(6)の解2-3を対称の中心として数直

線の外側にあると考えたらどうだろうか｡また,(4)

の1つの解£- 1と(6)の解エ=3の距臥 (4)の

もう1つの解 r-5と(6)の解 ==3の距離と等し

い距掛 こあると考えたらどうだろうか｡

(71のL'o7

-｢ l i i 寺 i 幸手~誉丁~うー ~F'fI幸i 寺i
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 23 4 5 67 EI9

†

同情 5(7)の二次方程式の解を､座標平面上の点

(3,-2),(3,2)と思うことにしたら､(8),(9)の二次

方程式の解はどういう番き方をしたらいいと思いま

すか｡

予想される解答 5(8)の解は,(6)の解 x=3を対

称の中心として (3)の解と==3との距離と等し

いところにあると考えられるので､座標平面上の点

(3,-3),(3,3)と番いたらいいのではないだろうか｡

(9)の解は､ご-3を対称の中心として (1)の解と

==3との距離と等しいところにあると考えられる

ので､座標平面上の点(3,-5).(3.5)と番いたらいい

のではないだろうか｡
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同頗 6(1),(2),(3),(4),(5),(6)の二次方程式の解を

座標平面上の点と思うことにしたら､どういう背き

方をしたらいいと思いますか｡

予想される解答 6(1)の解は,Z:=-2または ご=
8 であるから座標平面上の点として考えたら､

(-2,0)と(8,0)であるO

(2)の解は､ト1,0)と(7,0)である｡

(3)の解は､(0,0)と(6,0)である｡

(4)の解は､(1,0)と(5,0)である｡



(5)の解は.(31ノ豆,o)と(3+､β,o)である｡

(6)の解は､(3,0)である｡

まとめ 1二次方程式の解を､(a,b)型の定盛により､

(複素数)平面上の点とみて表す｡

3.1.5 複素数の加法 ･滅法

実数の加法 ･減法は､数直線上における点の平行

移動であるので,複素数の加法･滅法を実数の加法 ･

減法の拡張と考える.複素数の加法 ･減法を座標平

面上での点の平行移動と考える｡

同類 7α=5とする.cr+3は数直線上では､どん

な意味がありますか｡

また､α-9は数直線上では､どんな意味がありま

すか｡

予想される解答 7α+3=5+3=8であり､αを

数直線上の右の方向に3移動することになる｡

α-9=5-9=-4であり､αを数直線上の左の方

向に9移動することになる｡

15-4 -3-2-10 1 2 3456789

a-9

同類 8β=(1,14)とする｡

β+(2,3)は,どう考えたらいいですか｡

また､β-(2,3)は,どう考えたらいいですか｡

予想される解答 8β+(2,3)のご座標は､βのx座

標をr軸の正の方向に2移動して 1+2=3とする｡

β+(2,3)のy座標は､βのy座標をy軸の正の方向

に3移動して=-4+3=-1とする｡

つまり､β+(2,3)=(1,-4)+(2,3)=(1+2.-4+

3)=(3,-1)と考えたらどうだろうか｡

同様にして､β-(2,3)- (1,一4)-(2,3)=(1-

2,-4-3)=(ll,-7)と考えたらどうだろうか｡

まとめ 2(複素数の加法 ･滅法)α=(a.a).β=
(C,a)(a,a,C,d∈R)とする｡

(a,a)型の定義により､

a+β=(a+C.b+a)

α-β=(a-C.b-a)
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3.1.6 複素数の乗法 ･除法

複素数の乗法について以下のような順序で考える｡

複素数の実数倍 実数の実数倍は､数直線における点

と原点からの距離の拡大 ･縮小であるので､複

素数の実数倍を実数の実数倍の拡張とみて､複

素数の実数倍を､座標平面上の点と原点からの

距離の拡大 ･縮小で考える.

複乗数の純虚数倍 座標軸上の点 (1】0)を点 (0,i)に

移動する一次変換を以下のように考える｡

一次変換と複素数は対応させることができるの

で､複素数 Aを

A - ( : -ab )

とする｡

(ニ ト A( A )

とすると､

Ax- (言 Iab ) (三 )- (; )

より､

f ･(ニ ト 巨 ) - (? )

となるので,a-0,b- 1となり､

A- (告.1)
である｡

ところで,この行列Aについて､移動した点

と庚点とを結んだ半直線とx軸の正の方向との

なす角をβとしたときの一次変換とみると､

A-(Cs7nsoolc三:noo)
である｡

cos♂=0,slnβ- 1となるので,∂=900 で

ある｡

したがって､複素数の(0,1)倍は原点の周り

の点の900の回転移動である｡

複素数の純虚数倍は､座標平面上の点の原点の

周りの900の回転移動である｡



複素数の棲素数倍 分配法則を用いることにより､複

素数の複素数倍を,座標平面上の点の拡大 ･相

小と原点の周りの回転移動で考える｡

問題 9α=､β とする｡α×3は数直線上では､ど

んな食味がありますか｡

予想される解答 9(}×3=､乃 ×3=3､乃 であり､

数直線上ではαと原点との距離を3倍に拡大したこ

とになる｡

-5 4 13 12 -- 0 [ 2 5=4 5 8 7 8 9
3a

問題 10β=(3,2) のとき､β×5 は､どう考え

たらいいですか｡

予想される解答 10βのr座掛 ま3であるので.β×

5のヱ座標は､原点との距離を5倍拡大して､3×5=

15になる｡

βのy座標は 2であるので､β×5のy座標は､原

点との距離を5倍拡大して､2×5=10になる｡

つまり.β×5=(3.2)×5=(3×5,2×5)=(15,10)
と考えたらどうだろうか｡

まとめ 3(捷素数の実数倍)α- (a,A),a,b,A∈R
とする｡

(a,b)型に定掛 こより､

αXk=(axk,bxk･)

同類 11(0,1)×3はどう考えたらいいですか.

予想される解答 11(0,1)×3は､座横軸上の点(0,1)

と原点からの距離を3倍すると考えると､(0,1)×3-

(0,3)となると考えてよいのではないだろうれ

同店 123×(0,1)はどう考えたらいいですか.

予想される解答 123を原点の周りに900回転移勤

すると点(0,3)になる｡(0,1)倍を,座横平面上の点を

原点の周りに900回転移動した点に移すことと考えれ

ばうまくいくのではないだろうれ 3×(0,1)=(0,3)

と考えてよいのではないだろうか｡

同類 13次の (1)から(4)はどう考えたらいいです

か｡

座席平面上で親類 してみましょう｡

(1)(3,0)×(0,1)
(2) (-2,0)×(0,1)

(3) (0,4)x(0,i)

(4) (0,-5)×(0,1)

予想される解答 13(0,I)倍を原点の周りの900回

転移動としてみたら､

(1) (3,0)×(0.1)=(0,3)

(2) (-2,0)x(0,i)=(0,12)

(3) (0,4)x(0,I)=(14,0)

同類 14α=(1,2) のとき､α×(0,1) は.どう

考えたらいいですか｡

予1過される解答 14(0,1)倍は‥ 座頓平面上の点の

900の回転移動と考えると,点 (1.2)を原点の周 り
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に900回転移軌した点 (-2.1)に移る｡

まとめ 4(複素数の純虚数倍)複素数の(0,1)倍は､

行列型の定義を用いることにより,座標平面上の点

の原点の周りの900の回転移動となる｡

同類 15α=(2,3)】β-(4,1) のとき､α×p

は､どう考えたらいいですか｡

予想される解答 151β=(4,1)=(4.0)+(0,1)と

考える｡

2αを(4,1)倍するということは､(4,1)=(4,0)+

(0.1)より､crの4倍とαの(0.1)倍をカロえたもので

あると考える｡

3α×4=(2.3)×4は､点 (2,3)を原点からの距畔

を4倍した点 (8,12)に移す移動である｡

4.0×(0,1)は,点 (2,3)の庶点の周りの900回転移

動なので､点(-3,2)に移るC

5･α×4+α×(0,1)は､点 (8,12)を3:軸の負の方向

に3･y軸の正の方向に2平行に移動した点 (5,14)

になる｡

まとめ 5(複素数の複素数倍)複素数の複素数倍は､

行列型の定義を用いることにより､座標平面上の点

の拡大 ･縮小と原点の周りの900の回転移動となる｡

α=(a,b),β=(C,d)(a,b,C,d∈R)とすると､

αp-(a,b)(C,a)

=(a,b)I(C,0)+(0,a))

-(a,b)(C,0)+(a,b)(0,a)

-(ac,bc)+(-bd,ad)

=(ac-bd,bc+ad)となる｡
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3.1.7 複素数の四則演算

阿児 16α=(1,14),β-(2,3)とする.α+βはど

うなりますか｡

α-βはどうなりますか｡

cr=(1.-4)を1-4t,β-(2,3)を2+31で表わす

ことにするOα+βをJ の文字式として計芽すると

どうなりますか｡

また､α-βを､iの文字式として計声するとどう

なりますか｡

予想される解答 16α+β = (1,-4)+(2,3)-

(3,-1)

α-β-(1,-4)-(2,3)-(-1,-7)

iの文字式として計算すると､α+β-(1-41)+(2+

3･L)=3-iとなるので､(a,b)型で表した(3,-i)と

同じ結果になる｡

同様に､α-β=(1-4i)-(2+31)ニー1-7iとな

り､(a,b)型で表した (ll,-7)と同じ結果になる｡

間組 17α=(2,3)を2+31,β-(4,1)を4+1で表

わすことにする｡

αβは,どうなりますか｡

αβを∴ の文字式として計算するとどうなりますか｡

ただし､12=-1とする｡

予想される解答 17crβ-(2,3)(4,i)=(5,14)

tの文字式として計昇すると､

αβ-(2+3i)(4+i)

=8+21+12i+3‡2

=8+2i+12i-3

=5+141

(a,b)型で表した(5,14)と同じ結果になるC

まとめ 6(複素数の四則演算)(a,b)型の図形的定

義と､a+bl型の形式的計芽を取り入れて行う｡

4 まとめと今後の課題

本稿では､複素数の3つの型の定義について比較･

検討を行い､(a,b)型,行列型､a+bl型の良さを取

り入れ､複素数に存在感を与える導入の仕方を考え

た｡このとき､虚数単位 iとはどんな数であるかを

考えさせることを重点においた尊大になるようにし

た｡



この際､二乗すると負になる数の存在について生

徒に考えさせることを通して､新しい数学を作り上

げ数の概念を深める授業を日宿した複素数の導入の

提案とした｡iについて生徒自らが構成し､数学を

作り上げることで新しい世界を発見できるような授

業を目指したい｡数学的な美しきを感得 し､多方面

から物事をみることができる生徒を育てたいと考え

ている｡

これからの数学教育のあり方として､教師が知識

を一方的に与えるような授業でなく生徒自らが数学

を発見できる喜びのある授業を提案していきたい｡
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