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ZUSAMMENHANG ZWISCHEN
DERIVATIONSMODUL UND 2-KOHOMOLOGIE-
GRUPPE 11

Mikao MORIYA

Einleitung. In der vorliegenden Note bezeichnet 2 durchweg einen
diskret bewerteten perfekten (kommutativen) Kérper und K eine endlich-
separable Erweiterung iiber 2. Die Hauptordnung von %2 bzw. K sei
mit o bzw. O bezeichnet. Ferner sei K eine endlich-separable Erweite-
rung iiber K (K kann eventuell mit K iibereinstimmen) und O die
Hauptordnung von K. Dann bezeichnen wir mit 9 das nicht-triviale

Primideal aus © und mit R, den Restklassenring von © nach $;
dabei wollen wir auch m = oo zulassen, indem wir unter R. die Haupt-
ordnung O selbst verstehen.

Eine eindeutige Abbildung f des Produktraumes ©x 9O in O heibt
ein normaler 2-Kozyklus von O/v iber R., wenn die folgenden Bedin-
gungen erfiillt sind :

i) Fir beliebige Elemente X, Y aus O gilt

(X, Y)=f(Y,X) mod P
ii) Fiir beliebige Elemente X, Yi(i=1,2) aus © gilt
FXi+X i+ Y)=20,mf(X,7Y)) mod P
iii) Fir beliebige Elemente X, Y, Z aus O gilt
XY, Z)+ f(X, YZ)Ej:(XY,Z)+Zf(X, Y) mod P™.
iv) Fiir ein beliebiges Element x bzw. X aus o bzw. O gilt stets

flx, X)=0 mod

Dabei soll fiir mod = das Kongruenzzeichen durch das Gleichheitszei-
chen ersetzt werden.

Eine eindeutige Abbildung g von © in O heiBt eine normale

1-Kokette von O/v iiber R,, wenn g die folgenden Eigenschaften

besitzt :
49
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i) Fiir ein beliebiges Element x aus 0 gilt stets
gx)=0 mod “-i%"‘.
ii) Fiir ein beliebiges Element x bzw. X aus v bzw. O gilt

2xX) = 2g(X) mod P,

iii) Fiir beliebige Elemente X, Y aus O gilt
gX+Y)=gX)+gY) mod ¥,

Hierbei soll man fiir mod T~ wieder das Kongruenzzeichen durch das
Gleichheitszeichen ersetzen.
Definiert man nun den 2-Korand 5g von g durch die Gleichung

6g(X Y) = Yg(X) + Xg(Y) — g(XY) (X, Y aus D),

so ist dg ersichtlich ein normaler 2-Kozyklus von O/o iiber R,. Wenn
insbeiondere fir beliebige Elemente X, Y aus O stets 4g(X, Y)=0
mod B gilt, so heiBt g eine Derivation von O/o iiber R,.

Ein normaler 2-Kozyklus f* von O/o iiber R, heibt kohomolog
zu einem normalen 2-Kozyklus f von O/v iiber R, wenn es eine
normale 1-Kokette g von 9O/o iiber ﬁ,,. gibt, so daB

fl=f+og mod ‘i”‘

gilt?, in Zeichen: f~ f/(3").
Insbesondere bedeutet f~ 0 (“]}’"), daB es eine normale 1-Kokette g von
O/o iiber R, mit f=4g mod P gibt.

Bekanntlich bildet die Gesamtheit Z;, aller normalen 2-Kozyklen von
Q/o iiber R, einen O-Modul und die Gesamtheit B aller zur Null
kohomologen, normalen 2-Kozyklen von ©O/u iiber R, einen O.Unter-
modul von Z2: der Faktormodul Z3./B: = HO/o;R,) ist offenbar
ein O-Modul und die normale 2- Kohomologiegruppe von O/v iiber R..
genannt. Dabei heiBt jedes Element aus H*(O/v; R,) eine normale 2-
Kohomologieklasse von O/vo iiber R,.

Es ist klar, daB die Gesamtheit H'(O/o; R,.) aller Denvatlonen von

1) Dies bedeutet, daB fiir beliebige Elemente X, Y aus D stets die Kongruenz
fIX,Y)= fiX,Y)+ 88X, Y) mod P
gilt.
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O/o iiber R, einen ©O-Modul bildet; H'(O/o: R.) heibt der Deriva-
tionsmodul von Ofo iiber R,.

Unter der O-Linge eines O-Moduls M versteht man die Linge
ciner endlichen Kompositionsreihe von A (wenn iiberhaupt eine solche
endliche Kompositionsreihe existiert), die aus lauter O.-Untermoduln von
M besteht. Die ©O-Linge von M ist bekanntlich eine Invariante von
M.

Wenn insbesondere © = O und das nicht-triviale Primideal aus 9O
mit P bezeichnet ist, so gilt, wie ich schon in einer fritheren Note!
bewiesen habe, fiir jede hinreichend groBe natiirliche Zahl m stets
folgende ©-Isomorphierelation :

(*) H®O/o;R,)=H'(O/0:R,),
aulerdem besteht noch die Gleichung

LIH®/o; R,)) = LIH(O/o; R,)
= P.Exponenten® d(K|k) der Differente von K|k.

Dabei bezeichnet L(M) die O-Liange eines O-Moduls M und R, den
Restklassenring von © nach P~.
Das Ziel der vorliegenden Note ist zu bewcisen, dah die obige Iso-

morphierelation (*) fiir jede nicht-negative ganze rationale Zahl m stets
giiltig ist.

§1. Linge eines Derivationsmoduls und einer normalen 2-Koho-
mologiegruppe. In diesem Paragraphen wollen wir fiir eine nicht-nega-
tive, ganze rationale Zahl m die O-Lingen von HY2/v: O/P") und
HO/o; Of/%¥") bestimmen, wo ¥ das nicht-triviale Primideal aus ©
bezeichnet. Zu diesem Zweck ziehen wir eine K enthaltende, iiber %
endlich-separable galoissche Erweiterung K heran. Nun sei O die
Hauptordnung von K und ¥ das nicht-triviale Primideal aus ©. Ferner
sei e die Verzweigungsordnung von K iiber K. Dann bezeichnen wir
fiir eine durch e teilbare, nicht-negative ganze rationale Zahl m den
Restklassenring ﬁ/i‘ durch R,, und wir zichen zunichst die Deriva-

1) M. Moriya, Zusammenhang zwischen Derivationsmodul und 2-Kohomologie-
gruppe I, Journ. Math. Scc., Japan, Vol. 7, Supplement (1955), S. 444—452, Satz 3.
Diese Note zitiere ich mit M III.

2) D. h. die Differente von K/k ist gleich Pauxl4),
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tionsmoduln H'O/v: R,) und H'O/o: R,) in Betracht. Da K iiber
%k separabel-galoissch ist, so ist © iiber v wnormal; d.h. es existiert
eine Folge von den Hauptordnungen O4{i=1,2,...,5)

0=9,cOC...cO,=9

von der Art, daB jedes 2,(0 < i <s) die Hauptordnung eines Zwischen-
korpers von I?/k ist und ©,,; aus L, (0< i < s—1) durch Ringadjunk-
tion eines einzigen Elementes besteht”. Ebenso ist © iiber © normal,
weil K auch iiber K separabel-galoissch ist.

Es sei D eine beliebige Derivation aus H'O/o; R,). Dann in-
duziert D" offenbar eine Derivation D von ©/o iiber R, ; d.h. D ist
die Einschrinkung von D auf O/o. Ordnet man nun einer beliebigen
Derivation D aus H'(©/o; R,) die Einschrinkung D von D auf O/
zu, so ergibt diesc Zuordnung einen T-Homomorphismus @ von
H'®©/v; R.,) in H'(OJo; R,). Dabei besteht der Kern von @ offenbar
aus allen Derivationen von ©/9 iiber R,, also stimmt mit dem Deriva-

tionsmodul H'(O/O; R,) iiberein. ~ _
Bezeichnet man nun mit G'(9O/o:R,) das Bild von H'(O/o; R,)

durch ¢, so gilt folgende ©-Isomorphierelation :
H'®/o; R/ H(O/O: R,) = G(D/o; R,).

Dabei besteht G'(O/v: R,) ersichtlich aus allen denjenigen Derivationen
aus H'(O/o; R,), die in H'(O/v; R,) ihre Fortsetzungen besitzen. Aus
der letzten Isomorphierelation folgt ohne weiteres :

LIH'©/0:R,)) =L(G(O)o; R,.) +LH'(O/O;R.),

weil die hier auftretenden s5-L'zing_en alle endlich sind®?. Da G'(O/¢: R,)
ein O-Untermodul von H'(O/o; R,) ist, so ist

(1.1) E = LIH'®/o: R,) — LG'O/o: R,))

eine nicht-negative, ganze rationale Zahl; ferner gilt offenbar:

(1.2) LH'O/o; R)) = LIH©O/O: R,)) + LIH'®/o; R.)—E.

1) M. Moriya, Theorie der Derivationen und Korperdifferenten, Math. Journ,,
Okayama Univ,, Vol. 2 (1953), S. 128—129, Hilfssatz 4. Diese Arbeit ist mit M I zitiert.
2) MI, S, 123—124, Satz 3.
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Nun wollen wir uns den 2-Kohomologiegruppen zuwenden. Berﬁcl(-
sichtigt man zun#chst, daB O iiber © normal ist, so gilt folgende ©-
Isomorphierelation :

(1.3) HAD/o: R, HYD /0, O R, = HYD/0; RV,

Dabei bedeutet HXO/o, O: R,) diejenige ©O-Untergruppe von
H*(O/o: R,), die aus allen und nur allen, in O zerfallenden normalen 2-
Kohomologieklassen von /o iiber R, besteht?. Ferner ist noch bewiesen
worden, daB jede 2-Kohomologieklasse aus H*(O/o, O; R,) mindestens
einen normalen 2-Kozyklus von /O iiber R, enthilt®. Da ersichtlich
jeder normale 2-Kozyklus F von O/O iiber R, in O zerfillt, so
ordnen wir der F enthaltenden 2-Kohomologieklasse aus H*O/O; R,)
die F enthaltende 2-Kohomologieklasse aus H2(6/o,9;§,,,) zu. Da-
durch ergibt sich ein O-Homomorphismus # von H"(S/D;EM) auf
H*®/o,O; R,). Wenn man also den Kern von # durch GXO/Q:; R,)
bezeichnet, so gilt die folgende -f’-lsomorphie:

(1.4) H%O/O; R.)/GO/O; R,) = HAD]o, O Ry).

Nun sei F _ein (normaler) 2-Kozyklus aus irgendeiner 2-Kohomologie-
klasse aus GX2/9O; R,). Dann existiert nach Definition eine normale
1-Kokette g von O/o iiber R, von der Art, daB

(15 F=ig mod R"

gilt. Da F ein normaler 2-Kozyklus von O/O iiber R, ist, so besteht
fiir die Einschrinkung g von g auf ©/o die Kongruenz:

g X, V)=FX Y)=0 mod B,

wo X, Y beliebige Elemente aus © bezeichnen ; d. h. g ist eine Deri-
vation von Ofo wuber R,. Gehort insbesondere in der Kongruenz (1.5)
F zur Nullklasse aus G (SD/Q R,), so existiert eine normale 1.-Kokette
G von D/@ tiber R, mit F= 4G mod ™ Weil offenbar

1) M. Moriya, Theorie der 2-Kohomologiegruppen in diskret bewerteten perfekten
Korpern, Math. Journ., Okayama Univ., Vol.5 (1955), S.69; diese Arbeit ist mit M II
zitiert.

2) MII, S. 50.

3) M II, S. 50—51, Hilfssatz 2.
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g —G)=0 mod

gilt, so ist D =g — G eine Derivation von OJo iber R. Beriick-
sichtigt man dabei, daB fiir ein beliebiges Element X aus O stets

GX)=0 mod T

gilt,. so ist
DX)=gX) — G(X)=g(X)=g(X) mod

d. h. g(die Einschriankung von g auf /o) ist als Derivation stets auf
D/D fortsetzbar (die Derivation D ist sicher eine Fortsetzung von g auf
/o), also gehdrt g zu G'(Q/o; R,)

Umgekehrt gehére in (1.5) die Emschrénkung g von g auf Ofo
zu G'(O/o; R,). Dann besitzt g eine Fortsetzung D aus H'®/o; R,),
und die Einschrinkung von § — D auf ©/o ist offenbar die Nullderi-
vation von Q/D iiber R,. Weil wegen ¢D=0 mod P die Kongruenz
3g — D) _ag mod ‘B’" besteht, so gilt fiir ein beliebiges Element X
aus O bzw. X aus O

Mg — DX, XN =g X, X)=FX,X)=0 mod F;
ferner folgt aus der letzten Kongruenz:

é(g — DNX, X) = X(g — D/X) + X(g — D)X — (7 — D) XX)
=Xg-DIX)— (g - D(XX)=0 mod P~

Dies bedeutet aber, daB G = g — D eine normale 1-Kokette von 5/ )
iiber %, ist, und es ist

iG=ig=F mod P

d.h. F gehort zur Nullklasse aus GX(O/9: R,). _
Nun sei C eine beliebige 2-Kohomologieklasse aus G*O/O; Rn)
und F ein beheblger 2-Kozyklus aus C. Ferner sei g eine normale
1-Kokette von ©O/o tiber R, mit F =42 mod P, und g die Ein-
schrankung von g auf ©/o. Ordnet man dann C die Derivation g aus
H’(Q/D R,) zu, so ergibt diese _Zuordnung nach dem oben Gezeigten
einen O-Isomorphismus X von GX(O/O; R,) in H'(D/o; R,/ G'(©/0; R,)

http://escholarship.lib.okayama-u.ac.jp/mjou/vol 6/issl/4
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Nun sei D eine beliebige Derivation aus H'(9/o; R.). Dann wollen
wir zeigen, daB es eine normale 1-Kokette g von 5/0 iber R, mit
folgenden Eigenschaften gibt:

i) g ist ein normaler 2-Kozyklus von O/ iiber R..

ii) Die Einschrinkung von g auf ©O/o ist D.

Zum Beweis dieser Tatsache legen wir eine Minimalbasis W, = 1_,_ Wg,
...,W., von O iiber © fest. Dann ist ein beliebiges Element X aus

9 von der Form

X = "—1 X;Wi’
wo die X; ({: =1,2,...,n) Elemente aus © bezeichnen. Wir setzen
zunichst

a2 X) = D(X)).

Da die Elemente X;( =1,2,...,n) durch X und die W, (=12,
..., n) eindeutig bestimmt sind, so ist 2,(X) nach Definition durch X
eindeutig bestimmf. Ferner konnen wir leicht bestitigen, daB g, eine
normale 1-Kokette von 5/0 iiber R, ist. Nun setzen wir

§2(X1Wt) = ﬁ‘—él()((, Wi)

und
S0 XW ) = Sy 2/ XiW ).
Nach Definition gilt fiir ein Element X aus O:
24X) = g XW,) = 65X, W) = 6g(X,1)=0  mod T";

dies zeigt, daB g. eine 1-Kokette von O/O iber R, ist. Beriicksich-
tigt man ferner die Kongruenzen :

Xog:( X, W0 + 68X, XW)) = 0g(XX,, W) + W.oZ(X, X) mod B~
und
og(X, X)) =6D(X, X)) =0 mod P,
so bestdtigt man leicht, dab

0B X, XiW ) = — ogAX, XiW ) mod "
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gilt. Wenn man also
§ = .§1 + Ez
setzt, so besteht die Kongruenz:
BE(X, Dy XiW ) = 651X, ot XiW o) + 624X, Dl XiW o)

= SW.6gX, XiW,) + 624X, XiW o))
=0 mod ‘—13"‘;

d.h. ig ist ein normaler 2-Kozyklus von O/O iiber R,. Ferner ist g
eine normale 1-Kokette von 5/0 iber R,, weil fiir jedes Element x aus
0 stets g(x) = 0 mod B gilt. Da offenbar fiir ein beliebiges Element
X aus ©

2(X) = g(X) + 2.0 X) = g(X) = D(X) mod B

besteht, so ist die normale 1-Kokette g von 5/0 iiber I?,.. eine Fort-

setzung von D auf Do, Bezeichnet also C die og enthaltende, nor-
male 2-Kohomologieklasse von /9 iiber R,, so ist nach Definition

C = GAO/O; R, ;
durch Anwendung des Isomorphismus X auf C erhilt man:
X(C) = D+ G'(D/o; R.).

Somit ist gezeigt, daB X ein O.Isomorphismus von GYD/D;R,) auf
H'(Q/v; R,)/G(OJo; R.) ist, und dab nach (1.1)

LGO/O;R) = E
gilt.

Unter der Voraussetzung, da3 H®/O; R,) bzw. HYO/v;R,)
eine endliche O-Lange besitzt, erhilt man ohne weiteres:

LHXD/o,O; R,)) = LIHXO/O; R.) — E

und

LH®v; R = LIHXO/0; R.)) + LIHAD/0, O R,))
= LHAO/o: R.)) + LIHXO/O; R,) —E;

http://escholarship.lib.okayama-u.ac.jp/mjou/vol 6/issl/4
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d. h. es gilt nach (1.2):

(1.6) LHAD/o: R —E(H’(b‘/o R.))
= L(H*(O/o: R,)) — LIH'®O/v; R,)) + LIH®/D; R)
— LIH'O/O: R

Nun wollen wir zeigen, daB L(H 2®O/o: R.)) = LH" (Q/o R.)) ist. Dazu
betrachten wir H*O/C._,;R,) und H(O/O,.,:R.). Dann gelten fol-
gende Isomorphierelationen :

H(O/O.y; R,) = O/ (B, DK/ K,_)V
und
H'®/O s ; Ru) = O, DK/ K1),

wo Kf__l den Quotientenkorper von ©;_; und @(I?/ K.-.) die Differente
von K/K;_, bedeutet. Hieraus folgt sofort:

L(H* (/D13 Ru) = LIH'®/ D415 Ru)).
Ebenso beweist man, dab
L(H©i/o; Rw) = L(H'©i/0; Rw)
gilt. Nun nehmen wir an, daB
L(HS/C; RW) = LIH'®/O; R -
ist. Dann folgt aus (1.6);

LH®/o; R.) — LIH'®/v; R
= E(H2(D|/D; Rm—)) — Z( H"(D]/U; Rm)) + Z(H:(-s/gl ; E]Il))
~ LH'O/O; R.) =0
also ist L(H*©/o; R,.) =L(H'O/o; R.).

Da © iiber © auch normal ist, so gilt ebenfalls:

LIH(D/O; Rw) = LI(H'(O/O; Rw).

1) M II, S.59, Satz 3.
2) M1, S. 117, Satz 1.
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Weil LHYS/o; R,)) und LIHXO/O; R,)) endlich sind, so ist es auch
L(H*O/o; Ra)) mach (1.3). Daher folgt aus (1.6):

LHO/o; Rn) =LH(O/0; Ru))

Setzt man nun m.e =m und R, =O/P", so sind H¥O/o; R.)
und H'(O/o: R,) bzw. die Multiplikatorenbereicherweiterungen von
HO/o;R,) und H'©/o:R.) zu O, wo P das nicht-triviale Prim-
ideal aus © bezeichnet. Wenn man daher mit L(M) die ©-Linge eines
©O-Moduls M bezeichnet, so gilt:

LH'®/o; R.,)) = LH*O/0; Ru))]e
= L(H'(O/0; R.)/e = LIH(O/0; Ry, )).
Somit haben wir folgenden Satz bewiesen :

Satz 1. R. sei der Restklassenring von O nach P, wo P das
micht-triviale Primideal aus O wund m eine nichi-negative, ganze
rationale Zahl bezeichnet. Dann gilt

L(H*D/o; R,) = LIH'O/v; R.)),

wo L(M) die O-Lange eines O-Moduls M bezeichnet.

Satz 2. Es bezeichne L(H*(O/o; R,)) die O-Lange von H(O/o; R,,).
Ferner seien m, 1 nichi-negative, ganze rationale Zahlen. Ist dann
m< n, sogilt:

LHYO/v; R,) £ LIHXO/v; R) £ LIH*O/o0; R..)).
Beweis. Nach Satz 1 gelten
L(H*O/o; R,)) = L(H'(O/o; R,.))

und

L(H*®/o; R,)) = LIH'(O/v: R,)).

Da stets L(HY(O/o0; R,)) < L(H'(O/o; R,)) ist?, so schlieBt man:

1) M II, S. 54—55, Hilfssatz 4 und M I, S. 127—128, Satz 4.
2) M1, S. 114, Hilfssatz 1

http://escholarship.lib.okayama-u.ac.jp/mjou/vol 6/issl/4
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L(HO/0; Ry) SL(H(O/0; R,)).

Weil aber fiir eine hinreichend groBe natiirliche Zahl s, mitn, > =
L(HXO/v; R,)) = L(H*®/v; R.)) gilt", so muB

L(H*O/o; R) £ LIH(Ofv; R..))

sein.

§2. Struktur der normalen 2-Kohomologiegruppen. In diesem
Paragraphen setzen wir R, = O/P" (0 m < o), wo P das nicht-
triviale Primideal aus © bedeutet. Ein normaler 2-Kozyklus f von O/o
iiber R, heiBt von der O-Linge e in H*(O/v: R,), wenn aus einer Koho-
mologierelation Af ~ 0 (¥") (A€ L) stets A =0 mod P° folgt und

umgekehrt. Es seien fi, f3, ..., f. normale 2.-Kozyklen von /o iiber

R,, deren ©-Lingen in H%9/o:; R,) bzw. natiirliche Zahlen ¢, e,...,
e, sind. Dann heiBen f,, f., ..., f. O-unabhingig in H*(O/v;R,),
wenn aus einer Kohomologierelation

SHa Afi~0 (P (A,ED:i=1,2,...,n)
stets A;fi~0 (B*) (i =1,2,...,n) folgen, was mit den Kongruenzen
A, =0 mod Pt ({ =1,2,...,n) gleichbedeutend ist. Ein System von

den normalen 2-Kozyklen f, (i =1,2,...,72) von D/v iiber R,, welche
in H(O/v;R,) O-unabhingig sind, heilt eine Kozyklenbasis von
H'(®/o; R,), wenn fiir jeden normalen 2-Kozyklus f von ©O/v iiber
R,. stets eine Kohomologierelation

S~200 At (B

gilt, wodie A; (i =1,2,...,n) Elemente aus © bezeichnen.

" Zunizchst betrachten wir den Fall, wo H*(C/o; R.) der Nullmodul
ist. Nach Satz 2 gilt dann fiir eine beliebige, nicht-negative ganze ratio-
nale Zahl m:

L(H*®/o; R,)) = L(H(O/o; R..)) = 0,

1) MII, S, 70—71, Satz 5.
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also ist H*®O/o; R,) der Nullmodul. Hieraus schlieBt man nach Satz 1,
daB H'(O/e; R,) auch der Nullmodul ist. Mithin ist bewiesen :

Hilfssatz 1. Fitr eine nichi-negative, ganze rationale Zahl m
sind H'(OJo;R,) und H'(Q/o;R,) als der Nullmodul voneinander
isomor ph, wenn H?(O/v: R.) der Nullmodul ist.

Nun nehmen wir an, daB H*(O/o; R.) kein Nullmodul ist. Dann
besitzt H*O/0;R.) eine endliche Kozyklenbasis fi, fo,...,f.. Wenn
die O-Linge von f; (1< i< ) mit e; bezeichnet wird, so ist

L(H*®/o; R.) = 3., e, = R-Exponenten d(K/k) der Differente
von K/kV.

Ferner existiert eine natiirliche Zahl N von der Art, daB fiir jede
natiirliche Zahl m mit m =N f,, fo,..., f. in H(O/o;R,) stets O-
unabhingig bzw. von der ©O-Linge e;, e, ..., e, sind. Bezeichnet man
nun mit C.(fi) (1 =<i <) die f; enthaltende, normale 2-Kohomologie-
klasse aus H*(®O/o; R.), so erzeugen die C.(f) (i =1,2,...,#n) einen
O-Untermodul H}(O/o:R,) von H*®O/v;R,). Dabei nennt man den
O-Modul H3(®O/vo; R,) einfach den durch f,, fo, ..., f. erzeugten Unter-
modul von H*O/v:R,). Essei C,. eine beliebige 2-Kohomologieklasse
aus Hi(O/o;R,) und f ein normaler 2-Kozyklus aus C,. Dann ist f

von der Form

f~ D A{ft (B,

wodie Ai(i =1,2, ...,n) Elemente aus © bezeichnen. Ordnet man
also C,, die 3%., A,f: enthaltende, 2-Kohomologieklasse aus H*(O/o0; R..)
zu, so ergibt diese Zuordnung offenbar einen ©-Isomorphismus von
HiO/o; R,) auf HXQ/o;R.), weil nach Voraussetzung dann und nur
dann >} A fi ~0 (B) ist, wenn D A fi~0 (B) ist. Es gilt
daher:

L(H}O/o; R.) = L(H¥O/v; R.).

Da L(HXO/v:R,)) < L(H*O/o;R,)) und nach Satz 2 L(H*®O/o; R,))
< L(H*®/o:R.)) ist, so muB sicher

L(H3(®O/v; R,) = LIH*(9/0; Ry))

sein ; hieraus folgt sofort :

1) M II, S. 70—71, Satz 5.
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H3(O/o: R,) = HYOJo; R,).

Somit ist beweisen :

Hilfssatz 2. Es sei fi, fo...,f . eine Kozyklenbasis wvon
H*O/o: R..): ferner sei die O-Lange von f, (1 <i < n)in H(O/o; R..)
gleich e. Sind dann f, fo ..., [, O-unabhingig bzw. von der ©-
Lange e, es,...,6, in H(O/0;Ry), so stimmt H*(O/o; R,) mit dem
durch fi, fo...,[. erzeuglen O-Modul itberein, und es gilt sogar die
- Isomor phierelation :

H*©O/o; R,) = H*(®Q/o; R.).

Ferner bilden f.. f. ..., . auch eine Kozyklenbasis von H*(O[o; R,).

Nun legen wir eine beliebige Koyzklenbasis f, f5 ..., f. von
H*®O/o: R.) fest; die O-Linge von f; (1 <i<mn) sei mit e, bezeich-
net, Ferner sei @ die kleinste natiirliche Zahl von der Art, dab fiir jede
natiirliche Zahl m mit m=a f,, f» ..., f. ®©-unabhingig bzw. von
der O-Linge e, €,...,e, in H*O/v:R,) sind aber nicht mehr so in
H*®O/o; R,_,). Dab eine solche Zahl existiert, sieht man sofort ein, weil
fiir ein e; = ¢ mit e = Max(e,, e, ...,e,) und fir e > v >0 297 f; ~

0 () gilt, wo = ein Primelement von P aus © bedeutet; d. h. in

D.Linge e, €5 ...,¢e. Es mub also

H*®/o; R..,) sind fi, fo ..., f. nicht mehr O-unabhingig bzw. von der

e a

sein.
Nun existiert nach Annahme eine Kohomologierelation

f}_‘:t;] A:f;~0 (&Ba_]) (AiEQ;i=1,2,...,n)

mit mindestens einem durch %" unteilbaren Element A;. Dabei kann
man ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dab nur A,, A,
..., A, von Null verschieden sind. Es existiert also eine normale 1-
Kokette # von /v iiber R,.., fiir die

(2.1) L‘;suqxf( = l?h mod ‘-)'B“—]

gilt. Setzt man nun A; = z*""B; mit ¥W4+B, ( =1,2,...,5), so muBb es
ein b, mit b, > 0 geben. Hierbei kann man ohne Einschrinkung der
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Allgemeinheit annehmen, daB b, = Max(b, b.,..., b)) ist. Aus der Kon-
gruenz (2.1) erhidlt man ohne weiteres :

(2.2) S¥ A fi=aa" k) mod P,

wo =1k sicher eine normale 1-Kokette von /o iiber R, wird. Da
214, =0 mod P4 (:=1,2,...,5) sind, so gibt es eine normale 1-Kokette
g von ©O/o iiber R. derart, dad

(2.3) SY. AL = ag.

{Man beachte, daB fiir jedes i (1 <i<s) z1Afi~0 (P~) ist.) Weil
aber =14, genau durch 0¥ teilbar ist, so existiert ein Element X, aus
O mit g(X,)# 0 mod RV, Ferner folgt aus (2.2) und (2.3) die Kon-
gruenz:

Ha"h — g)=0 mod *P*;

d. h. die normale 1-Kokette =2 — g von /o iiber R, ist eine Deriva-
tion aus H' (D/o; R,).

Nun sei @ > e =Maxl(e,, e...,¢,). Dann ist H*O/o;R.) D-iso-
" morph zu H'(®O/v;R,)?; da jede 2-Kohomologieklasse aus H*(/o; R..)
durch =¢ annulliert ist, so ist es auch jede Derivation aus H'(/o; R,).
Hieraus folgt die Kongruenz:

tp — =g =0 mod *P°
Die letzte Kongruenz ergibt aber einen Widerspruch
=°g(X,) = a"**h(X.) mod P,

weil 2°g(X,)7% 0 mod P+ ist; also mub
ase .
sein, Da nach dem oben Bewiesenen a = e ist, so gilt

a=e.

Hilfssatz 3. Es sei fi fo...,f. eine Kozyklenbasis von

1) M III, S. 448—449, Zusatz.
2) M III, S, 451, Satz 2.
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H*®O/o:R.) und e; (1< i< n) die O-Lange von f; in H(OJo; R.).
Dann ist e =Max(e,, e, ...,e,) die kleinste natiirliche Zahl von der
Art, dal fiir jede naturliche Zahl m mit m=e f, fo..., f, ©O-
unabhangig bzw. von der O-Lange e, e, ...,e, in H(O/o; R,) sind
aber fitr m { e micht mehr soin H*(O/o;R.,).

Mit Hilfe von Hilfssatz 2 und Hilfssatz 3 beweist man folgenden

Zusatz zu Hilfssatz 3. Essei fi, f. ..., f. eine Kozyklenbasis
von H*®OJ/o;R.) und e (1<i<mn) sei die O-Linge von f: in
HXO/o; R.). Setzt man dann e = Max(e, e, ..., e.), so ist fur jede
natiirliche Zahl m mit m=e die normale 2-Kohomologiegruppe
HXO/o; R,) O-isomorph zu H*(O/o; R.), und fi, fo, ..., f. bilden eine
Kozyklenbasis von H*(O[o; R,); ferner besitzen f,, fi ..., f. bzw. die
O-Lange e, €y...,¢e, in H(O/o;R,).

Es sei fi, f+ ..., f ., wieder eine Kozyklenbasis von H*(O/o: R..).
Dann kann man ohne Einschrinkung der Allgemeinheit (n&tigenfalls
durch geeignete Numerierung) annehmen, daB die O-Lingen e; von den
fiti=12...,n in HXO/o;R.) auf folgende Weise angeordnet sind :

< ex - Ze,=e=DMaxle, e,...,e,).
Fiir eine nicht-negative, ganze rationale Zahl » mit e > v sei

el§€2<

mZele—rv=ee,ul e

Dabei kann auch p+ 1 =1 oder p +1 =2 sein. Dann wollen wir
zeigen, daB in H*®O/o; R._)) f1, f4 ..., f» bzw. die O-Linge ej, e, ...,
e, besitzen, aber die ©-Lingen von f5.1, fpss ..., S gleich e — v sind,
und da® f, fs ..., . in H*(O/o; R...,) ©O-unabhingig sind. Da diese
Tatsache nach Zusatz zu Hilfssatz 3 fiir v =0 sicher richtig ist, so
wollen wir annehmen, dab die obige Tatsache fiir v (e — 1 > v) richtig
ist. Dann soll man beweisen, daBin H*O/o; R._y) f1, fo,..., f» bzwW.
die O-Linge e;, €,...,€, und fpuy, foer, ..., fo. bzw. die O-Linge e —
v — 1 besitzen, und da® f3, f, ..., f . in H3(O/o; R,_, ;) O-unabhingig
sind.
Nun sei

(2'4) 2‘;;‘ }(tf{ + 2;=p+] Xi fJ ~0 (‘,B’_“"l)’

wo die Xi ¢ =1,2,...,n) Elemente aus O bezeichnen. Hier kann
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man

Xi==v"X, , X0 mod B (t=12,...,p

und

X;=z"""% X}, X0 mod P G=p+1, p+2,...,n)
setzen. Wenn dabei X; =0 oder X; =0 ist, so setze man #; = — o0
oder #; = — oo, indem man unter =~ das Nullelement versteht”. Nach

(2.4) existiert eine normale 1-Kokette g von ©/o iiber R..,_, derart,
daB die Kongruenz

Z{J:lﬂ'.'_w{’X,ifi “l“ 2‘:]=p+]ne—‘u—-l-—qulij == f;g mod gl{a—v—l
gilt. Hieraus folgt ohne weiteres:
(2.5) S s X fi+ Shpan WX f;=d(zg) mod PV,

da =g sicher eine normale 1-Kokette von O/o iiber R._, ist, so schliebt
man aus (2.5) nach Induktionsannahme:

e, —u+12e (i=1,2,...,p) und c—v—u;=e—v
G=p+1,p+2,...,m).

Dies zeigt aber, daB #,<1(i=1, 2,..., p) und %,;=0(G=p+1,
p+2...,n sind; d.h. esist Max(e,, #s,...,%,) = Max(u, %y ..., %)
< 1. Ferner folgt aus (2.5):

(2.6) SV pat X fi=(zg)  mod R,

Da »%fi~0(P)(i=1,2,...,n) sind, so existieren normale 1-
Koketten g; (i =1,2,...,%n) von Ofo iiber R. so, daB

= fi =08 (i=12...,0

sind. Dabei bilden =°* g, (i =1,2,..., n) eine ©-Basis von H,(O/0; R,)
und die O-Linge von z*%g; (1<i<wn) in HYO/v;R,) ist gleich &?.

Nun nehmen wir an, daB Max(z,, #., ...,%#,) =1 und fiir ein geeig-
netes ! 1<1< p) u, =1 ist. Dann folgt aus (2.6):

1) Man definiere —(—c2)==co und a-+<s=<= fiir eine ganze rationale Zahl a.
- 2) M III, S. 451, Satz 2.
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0 Xig + D0 Xin g, — zg) =0 mod PB;
#1

d.h. Xig + 2.;221 Xz~ g, — zg ist eine Derivation von ©O/v iiber
(= 31
R._,, also ist =X, g + D\ Xiz*"""*1g, — z**'g eine Derivation aus
.1

HY(O/o; R,). Da die =*%g; (i=1,2,...,n) eine ©DO-Basis von
H'(©/o; R,) bilden, so gilt die Kongruenz:

Tl'lelgz - g}f:] Xv'. n”*""‘g, - .'t”“'g
=23 Y 2 hgy mod ¥,

wo die Yi(i =1, 2, ..., n) Elemente aus © bezeichnen. Hieraus schlie?t
man :

(2.7) h=EX:— Ya* g + %u:';x (X" — Vit~ )g,
- 2?=p+]Yjﬁe—ejngﬁy+]g mod sl{c.

Dabeiist ¢ —e; > e — (e — v) =, alsoist
=X — Yt Z0 mod P**.

Daher existiert ein Element X; aus © mit A(X,)3 0 mod P+,
Wegen e > » muB nach (2.7)

X)) =z""g(X) =0 mod R*’

sein, was aber ein Widerspruch ist. Daher ist Max(#;, #., ...,%,) =0;
dies besagt aber, daB in (2.4)

x; =0 mod % (i=12...,p)
und
%,=0 mod P! G=p+1 p+2...,n

sind, w.z. b.w.

Wenn man also die f; ({ =1,2,...,n) als 2-Kozyklen von 9/0 iiber
R._, betrachtet, so erzeugen die fi(i =1,2,...,n) einen O-Untermodul
H}O/o;R,.,) von H*O/o;R,.,), und die O-Liange von H}O/v; R,_,)

1) M III, S. 448—449, Zusatz.
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ist gleich 3., e + (# — p) (e — v). Somit ist bewiesen :

Satz 3. Essei f), fs...,f . eine Kozyklenbasis von H* /o ; R..)
und e, 1< i< n) die O-Linge von fi in H Ofo; R.). Setzi man
dann fitr eine natitrliche Zahl m mit m < Max(e), ey ...,e) L=
Min(e, m) (i =1, 2,..., n), so besitzen f,, fo, ..., fu bzw. die ©-Lange
by loy..., 1, in H(O]Jo; R,). Ferner erzeugendie f, (i =1,2,...,n),
betrachtet als 2-Kozyklen von Ofo iiber R, einen O-Untermodul von
HXO/o; R,) mit der O-Linge ;1.

§3. Struktur der Derivationsmoduln. Es sei f), fs...,f. eine
Kozyklenbasis von H*(©O/o; R.) und e; (1 <i< n) die ©O-Linge von f;
in H*O/o; R,). Ferner sei €L ein Primelement des nicht-trivialen
Primideales ¥ aus ©. Dann existiert fiir jedes i (1<i< #n) eine nor-
male 1-Kokette g; von ©O/o iiber R. mit z7f; =dg:. Wiein §2 be-
merkt ist, bilden

/_[e-e,gh Trc-eggﬂy «e ey ﬁc—c"gn

eine O-Basis von H'(O/v; R.). Im folgenden nehmen wir stets an, dag
ele< - <e, sind.

Satz 4. Es sei v eine nicht-negative, ganze rationale Zahl mit
v<le und e =< Le,{e—rv=e, < Ze,. Dannbilden
VNG, T, e, 7T T0g, Und Goery oz ... s Gu ZUSAMMED €ine
O.Basis von H'(O/o; R._,).. Dabei besitzen =* “ig,, a*" "ga2,...,
=g, bzw.die O-Linge e, €:,...,€, uUnd Zpr1, Gpezre-.r&n die
gleichen ©O-Lingen e — v in H'(O/o; R,..).

Beweis. Fiir jede natiirliche Zahl j mit p+1<ji<#n gilt:

(z.q} :'-ﬂcfijO mOd ‘:BF—V;

also sind die g;(f=p 11, p+2...,m) Derivationen aus
HO/o:R..,). Da zu jedem g,(p+~1=<j=<n) ein Element Z, aus
O mit g,Z,# 0 mod  existiert”, so sind die ©-Lingen von den g,
G=p+1,p+2...,nm) in H'(O/o;R,..) gleich e — v.

Da offenbar der Satz fiir »=0 richtig ist¥, so nehmen wir an, daB der

1) M III, S. 448—449, Zusatz.
2) M III, S. 451, Satz 2.
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Satz fiir " mit e — 1 > . richtigist. Es gelte nun eine Kongruenz:
23 X zf—‘)_]——ﬂigi + Zl“).=1r+1ngJ =0 mod ‘1*“””_',

wo die X, (¢ =1,2,...,n) Elemente aus © bezeichnen. Dann erhilt
man durch Multiplikation mit =:

2X="T g + 3 emX,g; =0 mod P
aus Induktionsannahme schlieBt man ohne weiteres :

X,=0 mod P (i=1,2...,p),
und-

X;=0 mod R Gj=p+1 p+2...,0),

weil zX;=0 mod P> (j=p+1, p+2...,n) sein miissen. Dies
zeigt aber, daB in H'(O/o; R._,;) =" ""4g, 27" 2gs, ..., =" g,
bzw. die O-Linge e, €5,...,€, und gpi1, Epiny...,gn die gleichen O-
Lingen e — v — 1 besitzen, und dab =**"'"g,, =" '"%g,, ..., 2" ' "rg,,
gpenneoor & in H'(Ofo; R,_,.)) O-unabhingig sind.

Nun sei D eine Derivation aus H'(O/o;R..,_;). Dann ist zD
sicher eine Derivation aus H'(O/o; R,._,). Da nach Induktionsannahme
die = g(i =1,2,...,p)unddie g;(G=p+1, p+2,...,n) zusam-
men eine -Basis von H (O/o; R._,) bilden, so existiert ein Element-
system Y; Y, ..., Y. mit

(3.1) TTD = Ef;l Y1 xe—v——eig‘ -+ 2‘3:,)4.] ngj mod SBC—Y.

Wenn dabei eines von den Y;(i=p+1, p+ 2,...,n) nicht durch P
teilbar ist, so existiert ein Element X; aus © mit

P Y g (X)) + 20 Yig (X)) ZE O mod PV,
dies ergibt einen Widerspruch, weil nach (3.1)
ELYm"""‘gz(Xu) + 2:;:}1-}-1 Y;gJ(X..) =D(Xy) =0 mod B

sein miisste. Dahersinddie Y;(=p -1, p+ 2,...,n) alle durch *}
teilbar, Hieraus schlieBt man wegen (3.1):

1) M IHI, S, 448—449, Zusatz.
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D=>0,Yx"" g - Dz Y )g; mod Pt

d.h.die =" "igi =1,2,...,p) und dic g;,(7=p 1, p-+2,...,23)
bilden zusammen einc O-Basis von HY(O/0; R._y.)), w.z b. w.

§4. Zusammenhang zvaischen Derivationsmodul und 2-Kohomolo-
giegruppe. fi, 7o ..., . sei eine Kozyklenbasis von H(®D/o; R.) und
e, (1L i< #n die O-Linge von f, in H(O/o; R.). Ferner sei = (€9)
ein Primelement des nicht:trivialen Primideals ¥ aus ©. Dann existiert
zu jeder natiirlichen Zahl i mit 1<i< n eine normale 1-Kokette g;
von /o iiber R. mit =z“f; = 6g:. Ist nun m eine beliebige natiirliche
Zahl, so setze man m;, = Max(m, e) (i =1,2,...,n) und betrachte die
7" %g(i =1,2,...,1). Dann bilden die =™ “gi(i =1,2,...,n) firm=
Max(e,, e, ...,e.) nach Satz 2 von M III und fiir m < Max(e,, e, ...,
e,) nach Satz 4 eine O-Basis von H'(O/o; R,). Ferner ist die ©-Linge
von ="ig, (1< i< in H'(O/o:R,) gleich I, wo I; = Min(m, e)
gesetzt ist. Betrachtet man nun fi, fo, ..., f. als 2-Kozyklen von O/o0
iiber R,, so bilden die fi(i =1,2,...,7n) eine ©-Basis des durch f;, f5
«.., fa erzeugten O-Untermoduls H}O/v; R,) von H*O/o;R,), und
die O-Linge von fi(1 <i<mn) in Hi(O/v;R,) ist gleich !, (nach Zusatz
zu Hilfssatz 3 und Satz 3).

Nun ordnen wir einem normalen 2-Kozyklus >3, A, i (A €900 =
1,2,...,n) von ©O/o iiber R, die Derivation >}., A, z™ "g; aus
H'(O/o:R,) zu. Weil aus >3., A; fi~0 (¥") die Kongruenzen 4,=0
mod P4 (:=1,2,...,n) folgen, so gilt

St Ac ™™g, =0 mod P,
Umgekehrt folgt aus 3}i.; 4, =™ %g;=0 mod P™ offenbar :
> ‘?=1 Alfl ~0 (“—gm)-'

Hieraus schlieBt man ohne weiteres, da% die obige Zuordnung einen ©-
Isomorphismus von Hi(O/o; R,) auf H'(O/v;R,) ergibt; also gilt
folgende ©-Lingenrelation :

L(H}O/v; R,) = L(H'(O/v; R)).

Da nach Satz 1 L(H'O/v;R,)=L(H*O/o;R,)) besteht, so mub
L(H}O/o; R,) = L(H*(®O/v ; R,)) sein, woraus sofort die Gleichung
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HiS/e: R,) = HA(O/o: Ry)

folgt. Aus dem eben Bewiesenen und aus Hilfssatz 1 folgt:
Satz 5. Fur eine nicht-negative, ganze rationale Zahl m gilt

stets folgende O-Isomorphierelation:

H(O[o ; Ra) =H'(9/0; Ru).
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