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ZUR THEORIE DER HALB·TOPOLOGISCHEN
GRUPPEN UND KÖRPER1

),2)

MlKAO MORIYA

Die Strukturtheorie der im Kleinen kompakten, topologischen
Körper ist bisher von mehreren Autoren (Van Dantzig [1], [2J; Jacob­
·son [lJ, [2]; Otobe [lJ, [2J; Kaplansky [lJ)3) in Angriff genommen
worden. Dabei 'haben Jacobson (Jacobson [1J) und Otobe (Otobe [1],
[2J) gezeigt, daß die Voraussetzung über die Stetigkeit der Division
-entbehrlich ist. Dies führt uns naturgemäß zur Theorie der halb­
topologischen Gruppen und Körper, die ich in der vorliegenden Arbeit
,entwickeln will. Wie später in §3 gezeigt wird, folgert sich die
Stetigkeit der Subtraktion und Division notwendig bei im Kleinen
kompakten halb-topologischen' KörPern, welche dem Frechetschen
Trennungsaxiom genügen.

§ 1. Halb.topologische und topologische Gruppen.

Eine nicht leere Menge M ist bekanntlich eine Halbgruppe ge­
nannt, wenn für je zwei Elemente x, y aus, M stets ihr Produkt xy
aus M eindeutig definiert ist und das assoziative Gesetz (xy)z = x(yz)
erfüllt ist, wo z auch ein Element aus M bezeichnet. Wenn ferner
die Halbgruppe M im Sinne von Kutatowski einen topologischen
Raum bildet (Vgl. etwa Alexandroff-Hopf [lJ, S.37.) und die Abbildung
(x, y) 4- xy des Produktraumes M x M in M stetig ist, dann heiße
Meine toPologische HalbgruPPe. Eine Gruppe G ist offenbar eine
Halbgruppe, Bildet ferner G eine topologische Halbgruppe, so nennt
man G eine halb-topologische Gruppe.

HiIfssatz 1. Sind ~, M;:, , ~1 nicht leere, kompakte~) Men-
,gen aus einer toPologischen Halbgruppe M, so ist das Produkt UM
...... M,l auch kompakt.

1) A work by the Scientific Research Expenditnre of the l\linistry of Edncntion.
2) Diese Arbeit ist ein Teil meiner Vorlesun~ 11 Über topologische Körper",

·die ich in 1919/50. an der Universität Hokkaido gehalten hatte.
3) Die zwischen eckigen Klammern ~tehenden Nummern beziehen sich allf

Literaturverzeichnis am Schluß dieser Arbeit.
4) Das Wort " kompakt" bedeutet hier" bikompakt,".
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Beweis.
=MxMx

MIKAO l\IORIYA

Es ist wohlbekannt, daß im Produktraum P
x M die Teilmenge Mt x ~ x X M,i kompakt

n
ist. Ist (Xli Xz , •••••• , x1l) ein Punkt aus P, so definiert die Zuordnung

eine stetige Abbildung von P in M. Durch diese Abbildung geht
aber die kompakte Menge ~ x M'J. x X Mi! auf das Produkt
MI Mo;. ••.•.• M,b über, daher ist Mi M2 •••••• M,~ kompakt.

Hilfssatz 2. Es sei Meine toPologische Halbgruf>l;e, und N
= {aAbA; AE A} eine Teilmenge aus M, wobei die aA , b).. (A E A) Elemente
aus M sind. Ferner sei die Menge A = {aA ; AE A} in einer ab­
geschlossenen, kompakten Menge aus M enthalten. Dann existiert zu
einem beliebigen Element b aus der abgeschlossenen Hülle der Menge
B = {bA; AE A} ein Elernent a aus der abgeschlossenen Hülle von A
derart, daß das Produkt ab der abgeschlossenen Hülle von N angehört.

Beweis. Vgl. Numakura ([lJ, Lemma 1). Die dort angefügte
Voraussetzung, daß M dem Hausdorffschen Trennungsaxiom genügt,
ist überflüssig.

Nun beweist man leicht folgenden
Hilfssatz 3. In einer halb-topologischen Gruppe G ist die Ab­

bildung x -.. ax (oder x -.. xa)l) ein Homöomorphismus von G auf sich
selbst, wobei a ein beliebig festgelegtes Element aus G ist und x alle
Elemente aus G durchläuft.

Hilfssatz 4. Es sei G eine halb-topologische Gruppe, welche lfem
Frechetschen Trennungsaxiom genügt. Ferner sei· B eine nicht leere,
kompakte und abgeschlossene Teilmenge aus G. Gilt dann für ein.
Element paus G

Bp § B,

so ist Bp = B.
Beweis. Aus der Voraussetzung folgt die Relation

B ~ Bp ~ Bp2 =E •••••• =E Bpn ~ .

Bezeichnet nun b ein Element aus B, so ist b-1 B eine kompakte

1) 'Wenn die Grllppenopern.tion Addition ist, so ist x ~ a + x (oder x ~ x + a)
ein Homüomorphismus von G nuf sich selbst.
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ZUR THEORIE DER HALB.TOPOLOGISCHEN GRlJPPEN USW. 111

Menge, und' es enthält die Menge {pt;' i = 1, 2, , n, }. Wie
in der vorangehenden Arbeit von Numakura (Numakura [1], Lemma 2),
schließt man ohne Schwierigkeit, daß es ein Element q aus G gibt,
für welches

Bq = Bpq

gilt, woraus B = Bp folgt.

Hilfssatz 5. Eine halb-tojJologische Gruppe G ist dann und nur
dann toPologische Gruppe, wenn zu einer beliebigen Umgebung U(e)
des Einheitselementes e stets eine Umgebung V(e) von e existiert, so
daß

V(e)-I § U(e)

ist.
Beweis. Wenn G eine topologische Gruppe ist, so existiert zu

einer Umgebung U(e) von e = e-1 eine Umgebung V(e) derart, daß
V(e)-l c: U(e) ist.

Nun wollen wir die Umkehrung--beweisen. Zu diesem Zweck
nehmen wir ein beliebiges Element x aus G und eine beliebige Um­
gebung U(x-1

) von X-I heraus. Dann existiert eine Umgebung U(e)
von e derart, daß U(e)x-I § U(x-1

) ist, weil G halb-topologische Gruppe
ist. Nun gibt es nach Voraussetzung eine solche Umgebung V(e),
daß V(e)-l ~ U(e) ist, und folglich gilt ohne weiteres:

V(e)-lx- L § U(e)x-1 § U(x-1).

Da x V(e) eine x enthaltende offene 'Menge ist, so existiert eine in
xV(e) enthaltene Umgebung V(x) von x; daher gilt:

V(X)-l § (xV(e»-l ~ V(e)-lx- 1 § U(x- 1).

Dies zeigt aber, daß die halb-topologische Gruppe G eine topolo­
gische Gruppe bildet.

Satz 1. Eine halb-topologische Gruppe G ist dann und nur dann
eine toPologische Gruppe, wenn fitr jede nicht leere, abgeschlossene
Menge F stets die Relation

n (U,,(e)F) = F
"

gilt, wobei U,,(e) alle Umgebungen aus einem vollen Umgebungssystem
des Einheitselementes e aus G durchläuft.
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112 1\IIKAO l\lORIYA

Beweis. Es sei G eine tOpOlogische Gruppe und F eine nicht
leere, abgeschlossene Menge aus G. Ferner sei

n (U;..(e)F) =t= F,
;..

wobei U>.(e) alle Umgebungen aus einem vollen Umgebungssystem ~'o

von e durchläuft. Dann gibt es ein Element paus n (UA(e)F), welches
11.

nicht zu F gehört. Weil F abgeschlossen ist, so gibt es eine Um-
gebung V(e) von e derart, daß

F n V(e)p = f/J (leere Menge)

ist. Aus Hilfssatz 5 schließt man sofort, daß es eine Umgebung
UT(e) aus 1'0 gibt, so daß V(e)p ~ U-.(e) -tp ist. Hieraus folgt:

F n Ur(e)-lp = ,po

Nun sieht man sofort ein, daß

Ur(e)F ~ p

und infolgedessen n UA(e)F 3" p ist; dies ist aber ein Widerspruch.
A.

Umgekehrt nehmen wir an, daß für jede nicht leere, abgeschlos-
sene Menge F stets n U>.(e)F = F ist. Ist nnn U(e) eine beliebige

A

Umgebung von e, so ist das Komplement Fo von U(e) in G ab-
geschlossen. Weil n U;..(e)Fo = Fo ist, so gibt es eine Umgebung U-rCe)

;..

aus 2~J derart, daß UT(e)Fo 3" e ist. Hieraus schließt man sofort, daß

Fo n U..(e)-l = t/J

ist; d.h. U,(e)-l muß in U(e) enthalten sein. Dies besagt aber nach
Hilfssatz 5, daß G eine topologische GrupPe ist,

Zusatz. Eine kompakte halb-toPDlogische Gruppe, welche dem
Frechetschen Trennungsaxiom genügt, ist eine topologische Gruppe.

Beweis. Ist F eine nicht leere, abgeschlossene Menge aus G, so
ist .F bekanntlich kompakt. Nun sei p ein beliebiges Element aus
n UA(e)F, wobei UA.(e) alle Umgebungen aus einem vollen Umgebungs-
A

system von e durchläuft. Dann gibt es zu jedem Index A ein Element
U;.. bzw. JA aus U;..(e) bzw. F derart, daß

p = uJA.

4
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ZUR THEORIE DER HALB·TOPOLOGISCHEN GRUPPEN USW. 113

ist. Nun ist aber das Einheitselement e ein Häufungspunkt der Menge
{u,,; A}. Daher gibt es nach Hilfssatz 2 ein solches Element f aus F~

daß es in der abgeschlossenen Hülle von p enthalten ist. Weil G dem
Frechetschen Trennungsaxiom genügt, so· ist f = P; d.h. jeder Punkt
aus n U,,(e)F ist in F enthalten. Hieraus folgt sofort:

),.

Gemäß Satz 1 ist G eine topologische Gruppe.

§.2. Im Kleinen kompakte, HausdorfEsehe
halb.topologische Gruppen.

Hilfssatz 6. Ein im Kleinen kompakter, Hausdorffscher Raum ist
regulär.

Beweis. Vgl. etwa Alexandroff-Hopf [1], S. 92.
In diesem Paragraphen bezeichnet G durchweg eine im Kleinen

kompakte, Hausdorjfsche halb-topologische Gruppe. Also ist jede kom­
pakte Teilmenge aus G stets abgeschlossen. Ferner legen wir ein
volles Umgebungssystem 1'0 des Ejnhei~selementes, e aus G fest, und
verstehen unter einer Umgebung von e stets eine solche aus 1'08

Hilfssatz 7.
Mengen aus G.
daß

ist.

Es seien A und B disjunkte nicht leere, 'kompakte'
Dann ex'istiert eine Umgebung V von e derart,.

AV n BV - f/J

Beweis. Zunächst wollen wir zeigen, daß für eine passend ge­
wählte Umgebung, Vl von e

gilt. Zu diesem Zweck nehmen wir das Gegenteil 'an. Dann ist für
jede Umgebung U),. aus dem vollen Umgebungssystem 2'0 von e die
Menge A.U),. nB nicht leer. Für geeignete Punkte a),. E A, u),. E U und
b" E B gilt daher:

Da offenbar e ein Häufungspunkt . der Menge {u),.; u). E U)., U),. E 2'lI}
ist, so existiert nach Hilfssatz 2 ein Punkt a aus der abgesch1o~enen

5
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114 )[IKAO 2\IORJYA

Hülle Äo der Menge An = {a,\; a,\ E A} derart, daß' a = ae zur ab­
geschlossenen Hülle Bo der Menge Bn = {bA; b,\ E B} gehört; d.h. es
ist ~ nEil =1= i/J. Dies ist aber ein Widerspruch, weil Ao == A, Bo c:= B
sind und A nB = i/J ist. Es muß also eine Umgebung Vi aus 2~

geben, so daß

ist.
Nun ist aber G nach Voraussetzung im Kleinen kompakt und

infolgedessen nach Hilfssatz 6 regulär. Daher kann man ohne Ein­
'Schränkung annehmen, daß Vi kompakt. und A Vi nB = i/J ist. Da nach
Hilfssatz 1 A Vi kompakt ist, so kann man wie oben die Existenz
einer solchen Umgebung V2 aus l~ beweisen, daß

AVi nBV2 =i/J

gilt. Füt: eine in Vi n V2 enthaltene Umgebung V aus 2'0 gilt offenbar:

AV n BV = i/J.

Es sei M(=I= i/J) eine kompakte Menge aus G und U eine Umge­
bung. aus 2'0. Dann heißt· eine Punktfolge Po, Pu ... 0 •• , Ps aus Meine
,!-Kette auf M, wenn

(i = 0, 1, ...... ~ s - 1)

gilt. Der Punkt Po bzw. Ps ist dabei der Anfangs- bzw. Endpunkt der
U-Kette genannt. .

Ein Punkt paus M heiße "auf M mit einem Punkt a U-ver­
kettet", wenn es eine U-Kette auf M gibt, deren AnfaJ.1gs- ,bzw.
Endpunkt P bzw. a ist. Nach Definition ist ein Punkt a, aus M mit
einem Punkt p auf M U-verkettet, wenn p mit a so ist.

Für eine Umgebung U aus 1'0 und für einen Punkt a aus M
bezeichnen wir mit Mu(a) die Menge aller derjenigen Punkte aus M,
die aufM mit·a U-verkettet sind.

Nun beweist man ohne Schwierigkeit folgende Tatsachen:
i) Sind p, q verschiedene Punkte aus Mu(a), so ist q auf Mu(a)

mit P V-verkettet.
ii) Für Umgebungen U, V aus 1'0 gilt stets:

Mv(a) § Mu(a),

wenn V § U ist.

6
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ZUR THEORIE DER H1\:LB·TOPOJ.OGISCHEN GRUPPEN USW. 115

iii) Mu(a) ist gleichzeitig offen und abgeschlossen im Relativ­
raum M.

Als eine abgeschlossene Teilmenge aus der kompakten Menge
Mist Mu(a) auch kompakt. Ferner ist die (nicht leere) Menge

~(a) = n Mu(a)
Ut Io

kompakt und relativ abgeschlossen im Relativraum M. Die Menge
Mo(a) heißt die Nullkomponente von a in M.

Sind nun Ul' , Un beliebig endlich viele Umgebungen aus
.1'0' so gilt für eine. in U1 •••••• Un enthaltene Umgebung V aus .1'0

n

Mv(a) § nMUi(a).
1-1

Gemäß der eben gezeigten Tatsache gilt folgender
Hilfssatz 8. Ist 0 eine die Nullkomponente Mo(a) von a ent~

haltende, offene Menge aus G, so existiert eine Umgebung U aus 1,'0

derart, daß

ist.

Hilfssatz 9. Für eine nicht leere, kompakte Menge M und einen
Punkt a aus M ist die Nullkomponente .M;(a) von a in M stets zusam­
menhängend.

Beweis. Wir nehmen an, daß Mo(a) nicht zusammenhängend ist..
Dann existieren nicht leere, abgeschlossene Mengen A, B von der
Art, daß Mo(a) :--= A uBund A nB = f/J ist. Nach Hilfssatz 7 gibt es
eine Umgebung V aus 1'0 derart, daß

AV n BV = f/J

ist. Nun greifen wir aus 1'0 eine solche Umgebung V;, heraus, daß
V;; § V ist. Weil A V;, u BVo eine Mo(a) enthaltende, offne Menge aus.
G ist, so gibt es nach Hilfssatz 8 eine Umgebung lJ aus 1'0 , für
welche die Relation

gilt. Dabei kann man U von vornherein so wählen, daß U § V;. ist.
Nun sei a Element aus A. Dann ist ein Punkt baus B auf M

mit aU-verkettet. Es gibt also eine U·Kette Po = a, PI' , Ps·= b.

7
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aus Mu(a). Nun kann man einen Index i (0 ~ t ~ s - 1) so bestimmen,
daß

und

ist. Ferner gilt:

oder

Setzt man dabei Pi = a,1J" (at E A, Vt'E~) und P"+l = bi+1Vl+l ·(bL+l E B,
Vi+1E Vo), so lerhält man:

oder

hieraus folgt lohne weiteres, daß

AV n BV=l= cP

ist. Dies ist aber ein Widerspruch. Daher muß M,(a) zusammen­
h~ngend sein.

Satz 2. Es sei G eine im Kleinen kompakte, Hausdorffsche halb­
topologische Gruppe, und U eine .Umgebung des Einheitselementes e
von G. Ferner sei die Komponente 'von e im Relativraum U ein­
punktig.. Dann enthält U eine offene Untergruppe von G~ und G ist
diskontinuierlich. .

Beweis. Zunächst legen wir ein vollesUmgebungssystem 2'0 von
e fest.· Da nach Hilfssatz 6 G regulär ist, so gibt es eine Umgebung
Waus 1'0, deren abgeschlossene Hülle W in U enthalten ist. Ferner
kann man ohne Einschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß W
kompakt ist. Für eine Umgebung V aus 1'0 bezeichnen wir mit W y

die Menge aller derjenigen Punkte aus W, welche auf W mit e V­
verkettet' sind. Dann ist nach Hilfssatz 9 die Menge n Wv zusam-

Vt-lo
menhängend. Die letzte Menge muß aber in der Komponente von e
aus dem Relativraum U enthalten sein; daraus folgt:

e = n W y •
V"!o

Nun sei ~ eine Umgebung aus ~'o, für welche die Relation V:·~ W
,gilt. Dann -existiert nach Hilfssatz Beine Umgebung V1 aus 2'0 der-

8
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ZUR THEORIE DER IIA'LB-TOPOLOGISCHEN GRL"PPEN USW. 117

,-art, daß V;I~ -;WV1 ist. Ersichtlich istW;l § VOll § W.· .Nun seien a,
b Punkte ausWV1 • Dann gibt es zwei V1-Kettenpo = e, PI' ... '.',
Ps = a und qo·= e, ;ql" •..'... , qt =:b auf W. Nun sieht man 'sofortein,
daß die Punktfolge

Po= e, PJ, •..... , Ps =ll, P8+1 = aql, , PSH = ab

-eine Vl-Kette auf W ist. Also ist ab E WV1 • Mithin gilt für einen
beliebigen Pulßkt x aus WVI stets:

Weil WVI kompakt ist, so muß nach Hilfssatz 4 die Relation xWV1 =WVt

bestehen; d.h.einbeliebiges Element x aus WVI besitzt sein Inverses
.auch in WVl.. Daher bildet WV1 eine ahgeschlossene 'Untergruppe
von G..

Weil WVi relativ offen in W ist, so existiert eine solche offene
Menge 0 aus G, daß 0 n W = WV1 ist. Hieraus folgt sofort:

.(l.h. WV1 = 0 n Vo ist eine offene Menge aus G. Somit ist bewiesen,
daß U eine gleichzeitig offene und abgeschlossene Untergruppe von
Genthält.

Nun sei Weine beliebige Umgebung von e. Dann ist e in einer
beliebigen, in W n U enthaltenen Umgebung V von e eine Kompo­
nente. Denn sonst würde die Komponente von e in U mehrpunktig
:sein. Man kann daher wie oben beweisen, daß V, um so mehr W,
eine offene und abgeschlossene Untergruppe H vonG enthält. Also
muß G diskontinuierlich seih. Bezeichnet man nun mit Vl( E 1'0) eine
in H enthaltene Umgebung von e, so gilt offenbar:

Nach Hilfssatz 5 wird also G eine topologische Gruppe.

Wenn eine Menge diskontinuierlich ist, so ist jede nicht leere
Teilmenge auch diskontinuierlich. Es gilt daher folgender

Satz 3. Es sei G.eine im Kleinen kompakte, Hausdorjfsche halb­
topologische Gruppe, und ferner sei G diskontinuierlich. Dann enthält
jede Umgebung des Einheitselementes von G stetsein2 offene Unter­
gruppe von G, und infolgedessen wird G eine toPologische Gruppe.

9
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Ein topologischer Raum heißt im Kleinen zusammenhängend, wenn
für einen beliebigen Punkt x aus R und für eine beliebige Umgebttng
U(x) von x die Komponente von x in U(x) eine offene Menge aus.
R bildet.

. Satz 4. Eine im j(leinen kompakte, im Kleinen zusa1nmenhän­
gende und Hausdorffsche halb-topologische Gruppe G ist eine topologische
Gruppe.

Beweis. Wenn G diskret ist, so ist G offenbar eine topologische
Gruppe. Im folgenden nehmen wir also an, daß G nicht diskret ist.

Es sei U(e) eine solche beliebige Umgebung des Einheitselementes.
e aus G~ daß die abgeschlossene Hülle U(e) von' U(e) kompakt ist.
Bezeichnet dann K die Komponente von e in U(e) , so existiert eine.
Umgebung W(e) von e derart, daß W(e) ~ K ist, weil K eine offene
Menge aus G ist und G nicht diskret ist. Die abgeschlossene. Hülle
W(e) . von W(e) ist von W(e) verschieden, weil· sonst wegen der
Relation

W(e) nK = W(e) nK = W(e) ~ K

K nicht zusammenhänged sein würde. Daher ist

W(e) - W(e) =F rp.

Nun kann man ohne Einschränkung annehmen, daß für die oben
gewählte Umgebung U(e) von e von vornherein

U' = U(e) - U(e) =i= rp

gilt. Ist dann p~ ein Punkt aus U', so existiert eine Umgebung V,,(e)
von e und U(pJ\) von p,,- derart, daß

V~(e) U(P),,) n V~(e) = ifJ

ist. Weil u U(P~J ~ U' und U' kompakt ist, so kann man U' mit.
P>.~U'

endlich vielen U(Pl) , U(P2), •••.• ', U(Ps) aus {U(P>.) ;P)".E U'}überdecken.
8

Bezeichnet man nun mit V(e) eine in n Vi(e) enthalten~ Umgebung
i=l

von e, so gilt offenbar:
8

{ V(e) (u U(Pt»} n V(e) = rp,
i""1

woraus die Relation V(e) U' n V(e). = ifJ folgt. Für die komponente Kv­
von e in. V(e) gilt also_:

10
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ZUR THEORIE DER HALB·TOPOLOGISCHEN GRUPPEN USW. 119

KyU' nKy = f/J.

Ist nun p ein solcher Punkt aus K v , daß p-l E U(e) ist, so ist

p-J Ky n U' =f: f/J.

Denn sonst gälte offenbar:

p-lK v = p-I K y n G = (P-I Ky n U) u (p-I K y n (G - U» ;

weil p-'Ky n U3 e und p-IKy n (G - U) 3P-1 ist, so wäre p-IKy nicht
zusammenhängend, was aber ein Widerspruch ist. Da P-IKy n U' --:- tP
ist, so schließt man sofort, daß

4J =t= Ky npU' § Ky nKvU' = t/J;

dies ist aber ein Widerspruch. Es muß also KI;I § U(e) sein.
Weil G im Kleinen" zusammenh~ngend ist, so ist K y eine offene

Menge aus G, und es gilt für eine in K v enthaltene Umgebung V~(e)

von e:

Vo(e) -I § U(e);

d. h. nach Hilfssatz 5 ist G eine topologische Gruppe.

§ 3 Halb-topologische und topologische Körper.

Ein assoziati.ver Ring R heiße halb.topologischer Ring, wenn in R
eine Topologie derart "eingeführt ist~ daß.in bezug auf diese Topologie
R einerseits eine additiv~ halb-topologische Gruppe und anderseits
eine multiplikative topologische Halbgruppe bildet. Wenn insbesondere
R eine additive topologische Gruppe ist, so heißt Rein topologischer
Ring. Ein Körper· heißt halb-topoliJgischer Körper, wenn er ein halb­
topologischer Ring ist. Dabei braucht der Körper nicht" no~wendig

kommutativ' zu sein~ "Für ein von Null verschiedenes Element a aus
€inem halb-topologjschen Körper K ist die Abbildung

x -.. ax (oder x -.. xa)

.ein Homöomorphismus von K auf sich selbst, wenn x alle Elemente

.aus K durchläuft. Es sei x ein beliebiges, von Null verSChiedenes
Element aus einem halb-topologischen Körper K, und U(x- I

) eine
Umgebung von x-1 aus K. Gibt es dann eine Umgebung V(x) von x
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derart, daß V(x) -1 § U(x- I
). ist, und bildet ferner K eine additive

topologische Gruppe, so heißt Kein topologischer Körper. Wenn die
Topologie eines halb·topologischen Körpers K diskret ist, so ist K
offenbar ein toPOlogischer Körper. Nun kann man sich leicht davon
überzeugen, daß ein halb-topologischer Körper entweder diskontinuier­
lich oder zusammenhängend ist.

Eine nicht leere Teilmenge A aus einem halb-topologischen Ring
heißt rechtsbeschränkt, wenn zu einer beliebigen Umgebung U(O) des
Nullelementes 0 stets eine solche Umgebung, V(O) von 0 existiert, daß

V(O)A § U(O)

ist. Ebenso kann man die Linksbeschränktheit definieren. Eine Teil­
menge aus einem halb-topologischen Ring heißt beschränkt, wenn sie
gleichzeitig links- uud rechtsbeschränkt ist.

Hilfssatz 10. Eine nicht leere, kompakte Teilmenge aus einem
halb-.topologischen Ring ist stets beschränkt.

Beweis. Es sei B eine nicht leere, kompakte Teilmenge aus einem'
halb-topologischen Ring R. Dann gibt es für eine beliebige U~gebung

U(O) von 0 aus R und für einen beliebigen Punkt baus B eine Um­
gebung VA(0) von 0 und V(bA) von b>.. derart, daß

V(b,») VA (0) == U(O)

ist, weil b" 0 = 0 ist. Da {V(b,,); bA E B} eine offene Überdeckung
der kompakten Menge B ist, so kann man daraus eine endliche Über­
deckung V(b l ), V(b2) , ...... , V(b ll ) von B herausgreifen. Offenbar gilt

"für eine in n ~(O) enthaltene Umgebung V(O). von 0:
'i=1

n n

BV(O) S: (u V(b i» V(O) ~ u (V(bi) ~(O» ~, U(O);
t"",1 i=1

d.h. Bist linksbeschränkt. Ebenso kann man bestätigen, daß Bauch
rechtsbeschränkt ist.

Satz 5. Ein irn Kleil1,en' kompakter, halb-topologiseher Körper,
leeleher dem Frechetsehen Trennungsaxiom genügt, bildet einen Haus­
dorjJscken Rauln und genügt dem ersten Abzählbarkeitsaxiom.

BEweis. Wir betrachten einen im Kleinen kompakten, halb­
tOpOlogischen Körper K" dessen Topologie nicht diskret ist, weil sonst
die Behauptupg trivial ist.
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Nun sei U eine Umgebung von 0, deren abgeschlossene Hülle U
kompakt ist. Offenbar gibt es eine in Uenthaltene Umgebung V von
0, welche von U verschieden ist. Da "U kompakt und infolgedessen
nach Hilfssatz 10 beschränkt ist, so existiert eine Umgebung W von
o derart, daß

UW~ tlW~ V§iS U

ist. Weil K nicht diskret ist, so enthält Wein von Null verschiedenes
Element p, für das ersichtlich

tl ~ u ~ tJp .~ Up"~ ~ tJpi ~ Upi ~ .

gilt. Nun betrachten wir die absteigende Mengenfolge

U ~ (Jp ~ tlp~ ~ ~ [Jpi ~ ......•

Wie beim Beweis von Hilfssatz 4 besitzt dann die Menge {pi; i = 1~

2, ...... , n, ...... } einen Häufungspunkt q, und es gilt:

Weil tJp auch kompakt ist, so gilt auch:
ce co

n Upi = n (Up)Pi = (f]P)q.
i~II=O

Ist also q von Null verschieden, so erhält man offenbar V = tlp, was
aber ein Widerspruch ist. Es muß also q = 0 sein, woraus die
Relation

co

n(Jpi=O
i-O

folgt. Für eine beliebige, 0 enthaltende offene Menge 0 aus K gibt
es eine natürliche Zahl N von der Ärt, daß für 11, > N

upn ~ tJp'~ .lä 0

ist, weil die Menge 'tJpi (i = 1, 2, ......) in der kompakten Menge cl
abgeschlossen sind. Da die Mengen Upi (i = 1, 2, ) alle offen
sind, so bildet das Mengensystem {Upt; i = 0,1, 2, } ein volles.
Umgebungssystem von O. Daher genügt K als eine additive halb­
topologische Gruppe dem ersten Abzählbarkeitsaxiom.

Weil bei 0
00

n [Jpt = 0
i-=O
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ist, so schließt man leicht, daß Keinen Hausdorffschen· Raum bildet.

Bemerkung Beim Beweis von Satz 5 hat man die Existenz eines
Elementes p =1= 0 bewiesen, für das upn ~ 0 (n > N) ist, wo 0 eine
beliebige, 0 enthaltende offene Menge, und N eine von 0 abhängige
natürliche Zahl ist.

Ist nun u =1= 0 ein Element· aus U und Weine beliebige Um­
gebung von 0, so ist uWeine 0 enthaltende offene Menge aus K
Es existiert also eine natürliche Zahl N derart, daß für n > N

upnE upn ~ uW

gilt; d.h. für n > N gilt:

pr. E W.

Daher konvergiert 'die Folge p, p2, , p1l, zu O. Wir nennen
ein Element aus K nilpotent, wenn die Potenzen dieses Elementes zur
Null konvergiert. Dann gilt folgender

Zusatz. Ein im Kleinen kompakter, halb-topologischer Körper,
welcher dem Frechetsc!z~n Trennungsaxiom genügt, enthält stets ein
von 0 verschiedenes, ni/potentes Element, falls die Topologie nicht
diskret ist.

Satz 6. Ein im Kleinen kompakter, halb-topologischer Körper,
welcher dem Frechetschen Trennungsaxiom genügt, ist stets im KJeinet'!:
.zusammenhängend, wenn er nicht diskontinuierlich ist.

Beweis. K sei ein halb-topologischer Körper, welcher die Vor­
aussetzung des. Satzes erfüllt. Dann ist die KompOnente K o von 0 in
K von 0 verschieden, weil K nicht diskontinuierlich ist. Daraus folgt
ßofort, daß die Topologie von K nicht diskret ist.

Nun sei V(O) eine ·Umgebung von 0, .deren abgeschlossene Hülle
-V(O) kompakt ist. Dann ist die Komponente von 0 in. V(O) nicht
einpunktig, weil sonst K, als eine additive halb-topologische Gruppe,
nach Satz 2 diskontinuierlich sein müßte. D~er ist die Komponente
Co von 0 in der Menge 17(0) von 0 verschieden. Weil V(O) links~

beschränkt ist, so ist es auch Co; es existiert also eine Umgebung
W(O) von 0 darart,daß CoW(O) ~ V(O) ist. Weil

CoW(O) - u k", W(O)
CO ~ k1l. <t 0
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ist, so ist CoW(O) eine offene Menge aus K. Da aber

CoW(O) = u CoWI.;
w ~ Wk=t' 0

und jedes CoWi.: eine 0 enthaltende, zusammenhängende Menge ist, so
ist CoW(O) eine offene und zusammenhängende Teilmenge aus V(O).

Nun sei U(a) eine Umgebung von a aus K. Dann bezeichnen
wir mit Kn, die Komponente von a in U(a). Zu jedem Punkt x aus
K(1 existiert eine Umgebung V:.'I(O) von 0 derart, daß

V:J/(O) + x ~ U(a)

ist. Die Menge V:JI(O} enthält nach dem oben Bewiesenen eine offene
zusammenhängende und 0 enthaltende Teilmenge Co(x) , also ist die
Menge Co(x) + x auch offen und zusammenhängend, und sie enthält
x; daher ist : Co(x) + x ~ Ka• Offenbar gilt:

u (Co(x) + x) = K(J;
Ka l:Je '

d. ,h. die Komponente von a in U(a) ist als die Vereinigung der offenen
Menge Co(x) + x (x E K a) auch offen. Nach Definition ist also K im
Kleinen zusammenhängend.

Satz 7. Ein im Kleinen kompakter, halb~topologischer Körper K~

·welcher dem Frechetsehen Trennungsaxiom genügt, ist stets ein topolo­
giseher Körper.

Beweis. Nach Satz 5 wird Kein Hausdorffscher Raum. Nun
unterscheiden wir zwei Unterfälle.

1) K ist diskontinuierlich. Zunächst. betr:achten wir K als eine
additive halb-topologische Gruppe. Dann wird K nach Satz 3 eine
additive topologische Gruppe; d.h•. K ist ein topologischer Ring. Nun
ziehen wir die multiplikative Gruppe K* aller von· Null verschiedenen
Elemente aus K in Betracht. Weil K* als ein Relativraum von K'
eine multiplikative halb-topologische Gruppe ist, so beweist man nach
Satz 3, daß Keine topologische Gruppe ist. Wegen des Frechetschen
Trennungsaxiomes ist K* eine offene Menge aus K, also ist jede
offene Menge aus K* auch in K offen. Ist nun U(a-1

) eine Um­
gebung eines von Null verschiedenen Elementes a-1 aus K, so ist
U(a-1

) n 'K* eine offene Menge aus K*. Es existiert also eine Um­
gebung V(a) von a aus K*, für die V(a) -1 ~ U(a- 1

) n K* gilt. Da
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V(a) eine offene Menge aus K ist, so wird K nach Definition ein
topologischer Körper.

2) K ist nicht diskontinuierlich (also zusammenhängend). In die­
sem Fall ist K nach Satz 6 im Kleinen zusammenhängend. Die addi­
tive halb-topologische Gruppe K wird· nach Satz 4 eine topalogische
Gruppe. Wegen des Frechetschen Trennungsaxiomes wird die Menge
K* aller .von Null verschiedenen Elemente aus K im Kleinen zusam­
menhängend. Also ist die multiplikative halb·topologische Gruppe K*
nach Satz 4 eine topologische Gruppe. Ebenso wie bei 1) kann· man
beweisen, daß Kein topologischer Körper ist.
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