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Koseki: Uber die Ableitungen der schlichten Funktionen (1)

UBER DIE ABLEITUNGEN DER SCHLICHTEN
FUNKTIONEN (I)

KENITI KOSEKI

Es sei
p=f@)=z+aZ+ - +a" - (1)
eine innerhalb des Einheitskreises |z| <1 regulire und schlichte Funktion.
In dieser Arbeit will ich die Koeffizienten der Funktion ‘;’,’((—5)) behandeln.

Aus (1) bekommen wir ohne weiteres

fl(Z)=1—|—2a2z+... _‘_nanzn-—lvT..- =1+A} (2)
fII(Z)=2a2+3-Zaag+... +12(n—1)a,.z"“2+--
Daraus folgt
;:Efzi):{z”ﬁe"z“a”"' +un—1)az" 4} {1-A+ A~
(=LA ), )

Anderseits kénnen wir aus A=3>Ya,;2'"! leicht berechnen
i=2

A'=2az 4+ +iagz '+ +na e )
= (2 . 2ﬂ3a2)22 + (2 . 3a3a3+ 3 203ag)23 deoee {2iaga¢ + 3(i — 1)a3a{_1

Ao 4+ iZa;az}z' Feee = E{Ziagm +3(i“ 1)aaai_1 e izaldg}zi

L i £
=2(2 Ej,jzajla,z)z‘. (4)
i=2 \Jy=2 jy=2

Uyt Ig=t+2)

Wir nehmen nun an, dass es im allgemeinen

o /i—p+2 i-p+2 i-p+2 :
A’°=E( DV e 2 i feanayse ajp)z (5)
=P\ Jp=3 Jy ;=2 Jy=2
Uyt dghen +3,m14P)

besteht. Daraus folgt

" o MH-p+2i-p+2 i—-p+2 P
P+l __ — 77 ; . .
A=A A= X X o 3 Juje Jal 8y a;p)z
1=p\Jy=2 =3 Ji=2
Uy ¥ gt +ip=i+p)
o0 i—-p+1 {—p+1 i-p+1 )

. 4-1 .. .

Niad =3 (X3 X X dife Jon1@5, 85,0084, 1 )3

i=2 tep+1\J =2 Jp=2 J1=2 *
Uptdgtes iy =t+P+])
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Folglich gilt die Formel (5) fiir alle p=>2.

Wir wollen nun die Koeffizient von 2" der Taylorschen Entwickelung
von

z) _ n
f’(Z) 2a2+ C12'+ + C"Z + ( 6 )

berechnen. Wir setzen
—{2:1-(n+1Das@ys1 -3+ 2 nasa, e+ (n+ 102,00, =

w7+l

—leal j}_i (1 1)j1jaas, may,

(Jl+12='n+2)

n—1n-1 n—2 n—2
2-1. dzz 2]11241 @5, 320320 20 j1jaa5,ay,+43a,2) 2]1]2011012
Jp=2 J1=2 Jg=2Jy=2 Jg=2j=3
Gyt dy=n+2) (j1+j.,=n+1) Uyt Jg=n)
n n
+ +n(n—1a, E E]ljgajla,z 2112“2 (Fs+1)7s717205,05,85, 01
Jp=2 1= =1Jg=2J,
Uyt Jg=0) Uptigtdg=n+8)
-1 2-1 n—1 n—2 n-2 n~2 (7)
—{2:1-a, E 2] 2]1.72]361,: a;,a;,+3:2-a; 3 2 2 J1727s8;5,2,,8;
1%02%75 1%95% 5
Jg=33p=2J,=2 Jg=2Jg=2 4=
Uyt dgtSg=n+3) (Jl+j2+js—-7l+°)

n—2 n—-1 n—1 n2-1

Foo =1 (—2)an, E S  jaisan@san,=—3 3 5 3

Jg=2 Ja=2 jy=2 Jg=1 Jg=2 Jg=2 jy=2
(fl+_12 T Jg=8 Uytigtdg+iy=nt+d)

(4a+1)jidr7ad 385,853,850 5, 11,

: 3 2 2
(hl) 2“2.’% Jn§=2 ere jlzzzjljz-n ]?ldjlaj2'"a1n} =(—]_)’I
3

1 2
> 2122 Frife T Furrt D os A58y, Q5 +1e
=

Nach (3) und (7) ist es die Koeffizient

@ . n—k+1 n—k+2 n—k+2 ..
Co=(r+2)n+ Dawst V(3 3 - 3] e

1=l Ji=2
Uytdgre + Sy q=rtktD)

jkjk+l(jk+l + 1) G545, ajkajk+1+1) ( 8 )

Wenn wir p=¢" und % f(pz)=g(z) setzen, so ist die Koeffizient von

2" von g(z) gleich der p™*'C,. Daher kénnen wir das Maximum der reellen
Teile von C, statt das Maximum von | C,| behandeln.

Nun bilden® die Koeffizienten (d., ds, +*+, da..) von allen normierten,
reguliren und schlichten Funktionen A(z) =z + d,2*+ -+ +d,2"+-+ eine
Menge S in dem 2(n+1) dimensionalen Euklidischen Raum, die mit der

1). A.C.Schaeffer and D, C. Spencer. Coefficient Regions For Schlicht Functions,
S.12
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2(n-+1) dimensionalen Kugel homsomorph ist. Da die C, in der Formel (8)
ein Polynom von a., @;, *** @n.. ist, so nimmt der RC, seines Maximum an
der Begrenzung von S an.

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass
die Funktion f(z) in der Formel (1) das Maximum zu RC, gibt. Das
Bildgebiet von der Kreisscheibe |z|<1 durch die Funktion ¢=f(2) bezei-
chnen wir mit D. Es ist aber wohlbekannt®, dass D= die volle-¢-Ebene
— einige analytischen Kurven ist.

Folglich gibt® es fiir die ¢ =f(2) eine Schar von den schlichten Funk-
tionen ¢=g.(2, t) = {z2+g(B)2*+ - +g.,1()2"+ -} in 0 <t <o, welche
der folgenden Lownerschen Differentialgleichung

ogyé:, t) _ Bg.,é(:, 1, } i-zégz (9)
mit der Anfangsbedingung
gn(2, 0) = f(2) (10)
geniigt, wo «(¢) eine stuckweise stetige Funktion in 0 < # <<co darstellt und

le(®)] =1 ist.

Es gilt aber fiir #=3 nach meiner Formel®

Pl—l Py_o- 1

§_1P2‘ .t 2 Di

Pyy=2

)= e"‘[{gz 2k"(s1) e "1d s, + 12."; ( i‘, h

=2\p;=i P

t ¥1 52

S 2,;""1’1*1(Sl)g_('"'_”lﬂ)sxX 2,;1’1‘1’2(52)3‘("1‘1’2)925
s 8 s
5
s

—12,;”1‘1_1(31)9‘“’i*l_’)sidsidéi_l"- dsl)} +7§(‘u+1)g#(s)e—us
n=1
t n n
S;Zfﬁﬂ_”(sl)e_(n—“)sldsl’k > <2 b 2 P Y Di—uan

P,-1 pi_('“_z)—l
i=p+2 \py=i Py=i-1 Py (psr1)=Ht2

t . 81 32
2™ pl“(Sl)e_("l’_pl“Lmlj chpl_Pz(Sg)e_(pl_pﬂ)s2S oo
s & ]

REICERY —(u - -~
g Zx?f—wﬂ) (u 1)(&_“)6 Py _(u-1y (“H))si—ﬂdsi_“--- dSzdSl)}
8

t
+ ng,,_l(s)e“(""mg 2x(s)e "1ds, + gn(s)e‘"s:l. 11D

Wir setzen nun

2). A. C. Schaeffer and D. C. Spencer. a. a. O. S. 144,

3). K.Koseki. UBER DIE KOEFFIZIENTEN DER SCHLICHTEN FUKNTIONEN. S.
179.

4), K.Koseki. a. a. O, S.184.
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- n x n—k+19%—k+2 n—k+3
Fle)=(n+Dn+2)g.n(0)+ (- 2 >3 33 -
k=1 Je41=1 =2 Jg1=2
(jl+jz+--- tiptIp e =n+k+1)

n—k+2
112=2 jljz"' jk].lc+l(.7-lc+1+ 1)?}1—1(0) é‘jg_l(O)--- gjm_l(O)g_;k“(O).
_ R -1 py_g—1
2O = 2 mds+ BB o 3 per S pes
Py=t  py=i- Py_1=3

25" (s1)e " "1“)"15 2?:”1"’2(32)6“"1(‘%:25 ..
g
n—-2

P Y5 e~ i1 Dol gy dsj)+ S (e Dads)e™

2,1 Phoquant
(Z b 2 pa 2 Diewen
t=p+2 \p =t p,=1 Py (ur=rt? (12)

- - lo~p — _ K
~n P l—l(s )e (n— p1+1)s S 2[\1p1 pz(sz)e—(pl pz)s2 S ee
]

I
I
{SDZK"“"(SI)e CoBnd s, + E
|2
)

(1) - - - _
25 Pi—(rt1) (Hl)(st—u)e Pi_(pt1) ("“»‘t—udsg_“'" dsgdsl)}

1]
+ng.,,_1(s)e“"‘”“§ 28(s1)e "1ds, + go(s)e™,  fiir n=3,

0 0 s
§'2(0) = ‘g 2k(s1)e”*1d s, + ZLZE(SI)E_Slg 12;(32)3_3"'(152(131 +2gi(s)e”*

1}
S 25(sy)eids, + ga(s)e %,

0
§1(0) = S 2k(s)e ud s+ gu(s)e ™,
c()=6"® und x(2)=ete® re®)

wo ¢(#) die bestimmte reelle Funktion und »(¢) eine beliebige reelle stetige
Funktion darstellt und ¢ eine reelle Verinderliche ist.

Aus (12) folgt es ohne weiteres

- -~ n n—k+1l n—k+2 n—Fk+3 n—k+2
4EE) _ 4 2)(n+ 192Dy 51—y ST SR TS e
e de k=1 Jea1=1 =2 Jp_ =2 =2

o dg40) o 4,0
JedunGent DA g 03,2002, ()4 a0 EE

- ~ dg 0
é13—1(0)“' 'é’;k-l(o) ° g~jk+1(0) e +g11-1(0)'" ‘ gjk_l(o)_g-’(;—zl():I . (13)

Der reelle Teil von dl;(a) muss am Punkte ¢ =0 den Wert 0 annehmen.
&

Es ist aber nach meiner Arbeit®

5). K.Koseki. a. a. O. S. 185.
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dz.(0) _ p-1 L
g"( [S 26™(s1) nv(sl)e "1ds, + 2{ > h E Pz 2 D
Ee=0 =t py=i- 1—1=2

8

0
S 2:”_"1“(31)(% —pt 1)7(81)8“(" nl-rl)tls 2xP1” Pz(s )e—(p1 z:z)szg .
gs, 121:" 1 1(31)8—(37, g, ds, S 2" p1+1(8 )e‘(" py+138;
8
8 -
S lz,cpl“”z(sg)(pl—pz)yl-(sz)e_(”l"’z)‘z S e S ¢ 12,CP‘_l—l(s‘)e—(P{_l—l)sidsl e
8 & §

0 ! - (. — f2
ds,+ e + S 2/:"—pl“(sl)e—("_pl“)‘lS 2:"1 pe(s,)e (r; Pn)szg .
s s

8

Ss{—] 2::"“‘”(&)(?;4 _ l)p(s;)e_“’"l_‘”‘dsc vee dsl)} + "2_: (# + l)g#(s)e"“
g p=
0 n-2 n - -1
S 26" (s)(n —p)y(s)e” " uds + 2 (p+ 1) guls)e™ X5 { 2100 2 P
§ r=1 tmp+2lp =" py=i-1
Pim eyt

0 s
Di—(uiny (S 2" 1 Y (s (n—prt+ 1)'9(31)3—("_91+m‘£ lZ'C”‘_’Jz(“h)e-(pr’n“)sz
5 8

Py (ue1)H+E

% St—(u+1) _ - -
S eas E D Pi—(p41) (JL‘H)(S(_“)e (P;_(u+1) (#+1))s,_“dsi_“... ngdSl'l‘
8

8
0 5 5
21592_p‘+l(sx)3~m_p1“)slg 2,;”1"”2(3,)(1;1—pz)r/(sz)e‘(i’r"z)‘zg .
8 s &
= (u+1
S * )2,;”{-(“1)'(“*‘)(s,_#)e‘(”t—(u»,l)’“‘“))‘i—uds‘_u--- dsds;+
s

0 81 _ 6‘2
+ S zxn—plu(s])e—(n—p1+1)sls 2,17 Pa (sg)e"("l—”?-)”z
8 8 $

g i—(n-%l)zxp‘_(“+D—(#-l-l)(st-ﬂ)(p‘_(“_‘Fl)__ (n+ 1))7/(s,_F)e""‘—(n*-l)"(““))‘i-#dst_“---
0
ds,d s,)} + ngn_l(s)e”(""‘)‘g 2x(s1)y(s1)e™"d sl:|, fiir »n=3, (14).

Zin(O) [S 2&2(81) 27(31)3 Bld81+23 2.‘6(51)77(31)8 31581216(32)8—37(182(131

0
+ZS 2x(sl)e“slg 12x(s2);;(sg)e“2d32d‘sl+2g1(8)e“‘g 2x(s:1)y(s)e "d sy, (15)
dg (0) _ i
“deemo

2=

S 21:(31)717(81)8 i‘ldsl (16)

Wenn die s unendlich wichst, so ergibt sich aus (14)

-1 Py_p-1
df,,(O) Iig 2!:"(81)117"(81)2_""(131“‘ 2{2 J Dy >3 pia
Ep=0 pl—( pz-i—l P‘_1=2

0
(5 2" M (s} (m—prt+ l)v(sl)e‘(""’l“’”lg 12::”1’”2(32)e“"l“”z’*’zfz- -
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— 0
Sq 12,;"*"1—1(8;)8"(pf-l_‘)sids, d81+§ Zxﬁ—}tli-l(sl)e—(n—p1+1)81
#1 f2 $-1 ‘
g 2" (s,)( oy -—pg)p(sz)e'“’l'f’z’%g . S 2eP-17Y(s)e P17V d 5,00 d sy
-+ SO 2k™ ”1"1(81)6'("'”1*1)315312mp1 “P2(sy)e ’(”1"’2)"2532-.-
[ 20740 s — Diptsde s s ) | an

Ebenso ergeben sich aus (15) und (16)

~ 0 7 (‘0 3 :
dg:{0) _ zl:S , ‘241:2‘(31) 2p(s1)e”*1d s, + 23 2k(s)y(s1)e T“lg 12x(82)e’32dsgdsl

€e=0
0 8

+2§ 2::(81)6“15 12:c(sg)p(s2)e“2dszdsl:|. (18)

-~ 0
dg:(0) =ig 2e(s)p(seds,. (19)
d€e=o el
Da der reelle Teil von ‘—;ia) gleich der O fiir alle stetigen Funktionen

Eem0

7(s) ist, so konnen wir nach dem Lebesgueschen Satz die Funktion 7(s)
durch eine neue Funktion #,(s) ersetzen, so dass

7(s) =7(s) in0=s<a
n()=0 ne<s<oo

ist.
Fiir die 7(s) nimmt die df"(o) die folgende Form an
Eemo
- Py_p~
d240) _ B 2m”(81)m;(s1)e"”*ldsl+Z{E h Z D 2 pl_l
Ea=0 Py=t  py=i-1 py_y=2

0
(S 2 "”’1“(51)(71—p1+1)7}(81)6—(n— Z’1+1)slg lzmpl—?z (Sé)e—(pl—pz)szs T eee

0
X "2k (s )em i i sy ds,-l-g 26"t i(s))e P IY
$i-1
5 26717 P2(8:)( by — poy(sade™ TP g S 26717 (s)e” P11 g s e d sy
8,
_I_S zmn—mlﬂ(sl)e—(n—p1+1)slg 4 z’cpl—pz(sg)e-(pl—pzuzg 2.,
a (7 @

Ss‘[-l 262178 ) pr1— Dy (s) g™ Pe-1"Pud s dsl)}]-

Wir differenzieren nun die rechte Seite der obigen Formel, und wir erhal-
ten
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d A0 ua L nr
4 (dg0)_ [zx"(amr(a)e 3 DIPAD IR S I
Ee=0 p=t  py=i-1 Ppq=

a 8,
26771 @) (n— pr+1)y(@)e™ " “’“S Zm‘”l"”ﬂ(sz)e“”l"’z"ﬂf e

oo

-1 Zmp‘_l—-l(si)e—(pt_1—1)s{dsi, ve ng + 2mp1_p2(a)(j)1 _pz);y(a)e—(p]—pz)u

a

_ —Cpam 3 fi-1 _ _ _
2 P2 ”s(sg)e (ry pa)nas vee g 2iPi-1 ’(st)e w, _, Ds‘ng"' d83

0

2 (s )o™ PNy ee 426717 H@) pra— (@) Feni

[} g 8,
1
2::""’1"’(sl)e‘“‘“’l*"‘lg 26717 P2(s,)e "1 PR S 5.
a

a

ey ey, Gy ey, Gy
8 o R Py -

‘—22::”1—2""5-1(54_l)e“("f—z"”t—l)‘i—lds,_l--- dsgds,)}]. (20)
Ebenfalls bekommen wir aus (18) und (19)

4 (20— _  2(a)2q(@)e + 4ty (@ 2e(sde s,

de e=0
+4r(a)y (a)e‘“SZZ::(s,,)e"‘Zd 82]' 21)
L. (‘Zi (0)) —i2n(a)p(@)e". | @22)

Da wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen konnen,
dass »()=¢0 ist, so bekommen wir den folgenden

Satz 1. Es sei
p=f(2) =z2+a+  +a.2"+
=z+g,(0)2+--- N (1) 7S
die normierte, rvegulire und schlichte, Funktion in lz|<1,'Aso dass der
reelle Teil der Koeffizient von 2" der Taylorschen Entwickelung vonj;’:gg
das Maximum annimmi. Es gilt dann an allen Punkten s in 0= s<< oo,
bis auf endlich viele Unstetigkeitspunkte von «(s),

n+1 -1 Py_g—1
I+ Dn+2) | 2@+ e S S p 5 e S

(zxn-}:l-}-z(s)(n -t z)e—(n—pl-n)sg 25:”1_”2(83)8_(”1_”2)‘25 .

8
5 L—lz,cp‘__]—J(s‘)e—(}),_]—l)tids‘._, dss+ 2" ?2(s)(py— pa)e—PimP*
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f1-1 -
2,;"2 Ps(s;)e P ps)‘ss . S 267175 )" P Vug g dsy

co oo

0

2{1: p1+l(s )e—(n p]al)slds ‘I‘ _'_2:1:‘_]—1(3)(1’{_1__l)e—m‘_]—l)s

2 P2~ P15 Yo Pi-2m Pi-nfi-ids, - dszdsl)}jl+12(—-1)k
k=1

vl-k-tl n— k+2 n-— kk2 n—k42

sz Jidee Jedra(en+ DI {191,—1 25,-1(0)
=

52'{; P35 ) gl p1+2)slg zxpl—p2(s2)e—(p]_pz)sggfz.
§

jl-.+l_1 ch—:' Jrc 1=2

&5,-1(0)g,,,,(0) +g11~1(0)ﬂj2—1g13'—.1(0) e gy -1(0)gy,, ,(0)+ +g5,-1(0)++

851008y, |=0. (23)
filr n=2, wo

p,—l Py_g -1
By=2¢(s)je ™" + 2{2 > P > b
1=2 pl—-i p2—1—1 { 1—2

267 (s)(— it 1)e T mre Ss 2::"1“’2(32)6‘“’;—92)52552...

N
o

1—12,;131'_'1—1(8‘)3—(1’1—1—1)sid$l... ds;+ 2677 3(s)(po— p)ePr= o>
%8 51
2"‘?2_?3(33)3_(”2_?3%5 S 25P1-17Y (s e~ Pi-17 g 500 dsg

0

S 2;;"_”1+l(s,)e_("_p1“)$1dsl A eee +21c”‘—1“’(s)(p,_1— l)e—(”i—l_’)’
5 5y

S 2&"—1’1“(81)6_("_?‘”)51S 2\:”1_1’2(82)6—(1"_"2)‘25

8 s s

si—ﬂz’cpi_g—p‘_](siﬂ)e’—(pi_z—pi_])s,_jdst_l. ve ngdSl)}, (] _2 3)

s 0
ﬁ2=2n3(s)2e““+4x(s)e‘sg 26(s.)e "2d s+ 4::(3)2“33 2:(s.)e "2d s,
Br=2x(s)e”*

ist.
Fur n=1 gilt es an allen Punkten s in 0=s<<oo, bis auf endlich
viele Unstetigkeitspunkte von x(s),

33[4 s)e ™+ 4 -:(s)e‘“S iZ:(sl)e‘sldsl] —23{4x(s)e

SiZ:(s,)e“‘stl} =0, (24)
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