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SUR LE CARACTERE FONCTIONELLE DE
LA SOLUTION DU PROBLEME

DE DIRICHLET

NOBUYUKI NINOMIYA

Pla<;ons-nous dans l'espace euclidien Rn it n(~ 3) dimensions.
Soit ~ dans la suite l'ensemble de toutes les fonctions rt~elles con­
tinues donnees sur la frontiere F d'un domaine D. Alors, comme bien
connu, la solution ~P(M) du probleme generalise de Dirichlet pour D
et I de % est lineaire et non-negative, quel que soit un M fixe de D,
consider~e comme fonctionelle de I donnee sur~. Inversement, etant
donnee une fonction Ax(jj "dans D bien determinee pour toute I de
~ qui est lineaire et non-negative, queI que soit un M fixe de D,
consideree comme fonctionelle de I donnee sur ~, sous queUes condi­
tions Ax(l) represente-t-elle la solution H}}(f) du problelne generalise
de Dirichlet pour D et I? Quant a ce probleme, on connait les
resultats recents obtenus Par M. M. Keldych et M. M. Inoue.

Rappel du theoreme de M. Keldych1): Soient D. un domaine
borne, F sa frontiere, et Ax(f) une fonctionelle bien determinee pour
un M de D et toute I de ~ satisfaisante aux conditions suivantes.

(1) AM(I) est lineaire comme fonctionelle de I donnee sur ~.

( 2 ) 1nin I(Q) s: AM(f) s: max I(Q) en tout M de D.
QfF QEF

(3) Si Ie probleme classique de Dirichlet est soluble pour D et
I, AAf(f) est egale a cette solution.

( 4) A..tf(f) est harmonique dans D.

Alors, Aj(f) est determinee de la seule maniere pour toute I de

Rappel du theoreme de M. Inoue 2): Soient Dun domaine de fron­
tiere F bornee et Ax(/) une fonctionelle bien determinee pour un M
de D et toute I de ~ satisfaisante aux conditions suivantes.

(1) AAf(/) est lineaire et non-negative comme fonctionelle de I
donnee sur ~.

1) M. Keldych, Sur Ie probleme de Dirichlet, C. R. Acad. Sci. URSS, 32, 1941, pp.
308-309.

2) M. Inoue, Sur la determination fonctionelle de la solution du probleme de Di­
richlet, Memoirs Fac. Sci. Kyushu Univ., 5, 1950, pp. 69 -74.
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42 NOBGYUKI NINOMIYA

(2) Ax([vQJn} < V.M(Q) en tout point-frontiere Q et pour tout n
assez grand.

(3) Ax(Jljf) > u(M) pour toute fonction u harmonique dans D
dont la P.g.I. en tout point-frontiere Q est au plus egale a
JlM(Q).

Oil Jljf(Q) = ~Q et rJlQJn = min [JlQ, n]. Alors, AJI(f) coincide neces­

sairement avec H:C!) pour toute f de ~.

Dans cette note, on enoncera quelques remarques pour leurs
theoremes. Soient desormais D un ensemble ouvert dont la frontiere
F est un cornpact de capacite positive, eM la masse unite placee en
un point M, ~ une distribution spheriquel), et all) la distI;ibution posi-

tive donnee par :E al~l' ou {JL} (i = 1, 2, ) est la sequence de toute
l-l

distribution spherique de rayon nombre rationnel et centree en point
rationnel et {al } (i = 1, 2, ) est une sequence de nombres positifs
telle que U(1,(QP) soit continu en tout Q de Rn. Alors, on a;

"Iheoreme 1. Soil AJI(f) une fonctionelle bien determinee pour un
M de j) et toute! de is satisfaisante aux conditions suivantes.

( a) A.'1<f) . est lineaire et non-negative comme fonctJonelle de f
donnee sur ~.

( b ) Pour toute fA de ~ donnee par un potentiel de toute ~ spheri­
que, AXC!,..) est majoree par UA(M).

( c) Pour toute f de ~ donnee par un potentiel continu d'une dis­
tribution positive portee par CD, AM(f) est egale a fa valeur
de ce potentjel en M.

A/ors, A.I(!) coincide necessaire1nent avec Hl/(!) pour toute f de is.
En effet, d'apres la condition (a) POsee a Ax(f), on peut trouver

une seule distribution JIM positive portee par F, au moyen de laquelle
.Ajf(f) s'ecrit sous la forme

1) Une distribution positive de masse totale unite avec la densite constante portee
par une surface spherique.

2) Cette a a etee construite par M. H. Cartan, et la distribution obtenue par Ie
balayage (interieur ou exterieur) de celle-ci sur un ensemble quelconque est caracteris­
tique. (H. Cartan. Theorie generale du balayage en potentiel newtonien, Ann. Univ.
Grenoble, Sec. Sci. Math. Phys., 22,1946, voir n° 21 et n° 22).

3) Soit UIk(Q) = f (j)(QP)d fL(P) Ie potentiel d'une distribution fL de masse. La fonc-

tion fondamentale est ~(T) = 1';-2 (n ~ 3).
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SUR LE CARACTERE FONCTIONELLE DE LA SOLUTION ETC. 43

AM(f) = f f(Q}dvj£(Q).
F

Pour prouver Ie theorelne, i1 suffit donc de montrer que J.I.trest d'accord
avec 1a distribution PM obtenue par Ie balayage de la masse unite e: M

sur la frontiere F de D. En vertu de la condition (c) posee a AM(f},

si un potentiel UJL(Q) d'une distribution It positive portee par CD est
continu en tout Q de Rn, on a

UJL(M) , c'est..a-dire,

f U",V(Q)dl.t(Q) = JU:!·lf(Q) dp(Q),

ce qui entraine la .coincidence d'entre les deux potentiels U'IIM(Q) et
ilAl(Q) en tout Q de CD sauf sur un ensemble de capacite nulle_
Car, etant donne un ensemble borne et borelien quelconque de capa­
cite positive, on peut toujours ,trouver une distribution positive portee
par celui-ci dont Ie potentiel est continu en tout point de RIl. Na­
turellement, les deux coincident en tout point exterieur de D. D'autre
part, en' vertu de la condition ib) posee a Axif), on a pour toute A
spherique

JUA(Q) dvM(Q) -<: U X (M), c'est-a-dire,

F f U'JH(Q) d),(Q) s:: j~ U:!3l(Q) d ),(Q),

ce qui entraine en tout Q de R1l l'inegalite

Donc, on a ZlM = PM.

Remarque. Le theoreme montre que dans Ie theoreme de M.
Keldych l'harmonicite de Ay(f) est inutile sous la condition (b).

Theoreme 2. Soil AM(f) une jonctionelle bien determinee pour un
M de D et toute f de ~ satisfaisante aux conditions suivantes.

(a) AM(f) est. lineaire et non-negative comlne fonctionelle de f
donnee sur ~.

(b) Pour toute !A de ~ donnee par un potentiel de toule ..( splzeri­
que, Ax(!x) est majoree par UX(M).

(c) Pour une fo de ~ donnee par Ie potentiel UCf,(Q) , AJ((fo) est
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44 NOm;YUKI NINOMIYA

egale a la solution du probleme generalise de Dirichlet pour
fo et D (c'est-a-dire, Ie potentiel Ua,' (M) de la distribution a'

obtenue par Ie balayage de a sur CD).
Alors, AJ[(f) coincide necessairement avec Hf/(f) pour toute f de ~.

En effect, d'apres Ia condition (a) posee a A.(f), on peut trouver
une seule distribution JlJ[ positive portee par F, au moyen de Iaquelle
AJ[(f) s'ecrit sous Ia forme

Ajf{f) = !f(Q)dJlJ[(Q).
1"

Pour prouver Ie theoreme, il suffit donc de montrer que JIJ[ est d'accord
avec Ia distribution I-ljf obtenue Par Ie balayage de Ia masse unite e.
sur Ia frontiere F de D. Pour cela, il suffit 1) de montrer que ron a
pour toute distribution A spherique

! UA(Q)dJlM(Q) = f UA(Q)dll.(Q).
1" F

Comme on l'a deja dit, Ia condition (b) posee a A.(f) entraine en tout
Q de RJ~ rinegalite

Par suite, on a en tout Q de D

U
ll
•
lf (Q) s Ull-·(Q).

Car, UII-N(Q) est Ia plus grand minorante harmonique de U£Jf(Q) dans
D. D'autre part, Ia meme inegalite a lieu en tout Q de CD sauf sur
un ensemble de points-frontieres irreguliers pour Ie probleme de Di­
richlet. En definitive, on a en tout Q de R""

Par consequent, on a pour toute A spherique

JUA(Q)dvJl(Q) ~JUA(Q)dl-llll (Q)
1" F

et encore on a

1) H. Cartan, loco cit., voir n° 3.
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SUR LE CARACTERE FONCTIONELLE DE LA SOLUTION ETC. 4G

A.I(fo) = f U~(Q)dJl.l(Q) s;;: f U~(Q) d/-l.l(Q) = U~'(M).
F F

Donc, on a

f U~(Q)dJlM(Q) = f UIt(Q)dPx(Q),
F F

ce qui entraine pour toute -At spherique de rayon nombre rationnel et
centree en point rationnel

f UAl(Q) d vx(Q) = f UAt(Q) dtlx(Q).
F F

Alors, on a facilement pour toute A spherique

f UA(Q)dJlx(Q) = f UA(Q)dPx(Q).
F F

Done, on a JIM = /1..1(.

Remarque. Le theoreme montre que dans Ie theoreme de M. Inoue
Ia condition (2) equivaut a Ia condition (b) et Ia condition (3) peut etre
remplacee par la condition (c) plus facile a comprendre.

Remarque. Le theoreme 2 differe du theoreme 1 au sens essentiel.
En effet, on sait 1) que Ia fonction continue donnee sur la frontiere
d'un ensemble D ouvert queiconque par Ie potentiel U~(Q) n'est soluble
pour Ie probleme classique de Dirichlet pour D que si D est regulier
,pour Ie probleme de Dirichlet.

Void une amelioration du theoreme de M. Keldych.
Theoreme 3. Solt AM (f) une jonctionelle bien determinee pour un

M de D et toute f de ~ satisfaisante aux conditions suivantes.

(a) AM(f) est lineaire et twn-negative comme fonctionelle de f
donnee sur ~.

(b) Aj(f) s;;: max f(Q) en tout M de D.
QtF

( C ) Pour toute f de ~ donnee par un potentiel continu d'une
distribution positive portee par CD, A.I((f) est egale a Ia
valeur de ce potentiel en M.

(d) Pour une 10 de g: donnee par Ie potentiel U~(Q)# Ax(fo) l!$t
une {onction harmonique ou sousharmonique dans D.

1) H. Cartan, loco cit., voir n° 22.
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A/ors, Ajf(f) coincide necessairement avec HI/ef) pour loute f de rt.
En effet, d'apres Ia condition (a) posee a A",{f), on peat trouver

une seule distribution V,'rf positive portee par F, au moyen de laquelle
A.(f) s'ecrit sous la forme

Ajf(f) = Jf(Q) dVJ(Q).
]<'

Alors, d'apres la condition (b) posee a A;(f), la masse totale de VjT

est toujours au plus egale a l'unite. Pour prouver Ie theoreme, il
suffit donc de montrer que V.ftf est d'accord avec la distribution P',I"

obtenue par Ie balayage de la masse unite e ,'rf sur la frontiere F de
D. Comme on l'a deja dit, Ia condition (c) posee a A",(f) entraine la
coIncidence d'entre les deux potentieis U'JJl(Q) et U··V(Q) en tout Q
de CD s<,luf sur un ensemble de capacite nulle. Par suite, on a, queUe
que soit une distribution l-l positive

C

d'energie finie,

j'UiL'(Q)dVx(Q) = UiL'(lli) ,
p

ou /-l' designe Ia distribution obtenue par Ie balayage de IJ. sur CD.
Car, /1.' etant d'energie finie aussi, elle ne peut charger aucune masse
sur un ensemble de capacite nulle. Soit .. Ia distribution de mesure
au sens de Lebesgue dans une petite sphere centree en un point­
frontiere P regulier pour Ie probleme de Dirichlet. Soulignons que
Ie potentiel UT(Q) est continu en tout Q de Rn et admet un maximum
absolu strict en Ie centre P de cette sphere. Alors, on a en tout M
de D

U~·(M).

Comme M~ P, on a

U~(p) = lim U"(M) = litn !UT'(Q)dvJt(Q)
jf~P j{-fP

J.o'

~ lim fUT(Q)dvx(Q) ~ lim f UT(Q) dVJ(Q) ~ UT(P).
M;1'

F
x",P

1l

Donc; on a .

lim fUT(Q) dvx(Q)
x -f p.

10'

UT(P).
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SUR LE CARACTERE FONCTIONELLE DE LA SOLUTION ETC. 47

En tenant compte de v••AF) ~ 1, cela montre que, si M tend vers un
point-frontiere P regulier quelconque, vy converge vaguement vers
Cp. Encore, en tenant compte de min UT'(Q) . vA(F) ~ U"'(M), on

Q~}'

sait evidemment que, si M tend vers l'infini, vM(F) tend vers nulle.
Par suite, si P est un point-frontiere regulier, on a

lim fUCY.(Q)dlly(Q) = ua(p)
Jrl ... P

}'

et encore

La fonction f*(Q) = ua(Q) - UIt.'(Q) definie sur Fest necessairement
nulle en tout Q regulier et positive en tout Q irregulierl). Posons

VUH) = ff*(Q) dVJ[(Q) = Ax(J:) - UCY.'(M),
F

~.1ors, elle est harmonique au sousharmonique, non-negative et borne'e
superieurement dans D. De plus, si M tend vers un point·frontiere
P regulier, elle tend necessairement vers nulle, et, si M tend vers
l'infini, elle l'est aussi. Par consequent, on a V(M) ~ 0 dans D.
Done, on a V(ll.!) = 0 dans D. Ainsi, on sait que Jlltf ne charge
aucune masse sur un ensemble de points·frontieres irreguliers de D.
Alors, la relation

f U:.'(Q)dvy(Q)
Jo'

ayant lieu pour toute A spherique equivaut a

= UA'(M) = f UA(Q)dJ.1.A(Q).
F

Done, on a ].I.w = /l'A( •

Remarque. On pourra montrer analoguement que, lorsque n = 2,
les trois theoremes rapportes plus haut sont etablis aussi pour tout

1) H. Cartan, Joc. cit., voir n~ 22.
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ensemble D ouvert et borne en considerant des pOtentieIs logarith­

miques du type flog+d/J.

DEPARTMENT OF MATHEMATICS,

OKAYAMA U'NIVERSITY

(Received May 26, 1952)
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