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SUR UNE SUITE CONVERGENTE DE DISTRIBUTIONS
DE MASSES ET LEURS POTENTIELS

CORRESPONDANTS

NOBUYUKI NINOMIYA

On designera par UJJ.(M) Ie potentiel engendre au point M dfl a
la distribution p. de masse, en considerant des potentiels newtoniens
dans l'espace ordinaire Q pour fixer les idees. Vne suite {,un} de
distributions de m~sses positives est elite convergente vers une distri­
bution ,u si, pour toute fonction f positive et continue telle qu'il
existe un compact contenant l'ensemble {M; ME lJ, f(M) > OJ, on a

!~n:f j(M)dIJn(M) = f f(M)d,u(M).

Cela revient au meme de dire que, pour tout ensemble e borelien et
borne, regulier relativement a IJ., on a

Recemment, M. J. Denyl) a demontre Ie theoreme suivant; si une
suite {tJ11 } de distributions quelconques converge vers une distribution
fl., on peut en extraire une suite partielle {IJ.n,J dont les potentiels
correspondants Up.t~Tr. convergent vers Ie potentiel Up. sauf sur un
ensemble de mesure nulle au sens de Lebesgue. Dans ce theoreme,
on ne sait pas si ron peut, en general, remplacer mesure nulle par
capacite nulle. Cependant on a Ie;

Theoreme. Si une suite {,un} de distributions positives, portees
par un compact F, de masse totale uniformement bornee, converge vers
une distribution IJ., et s'il existe2

) une distribution A telle que fon ail

p. g.l IJ.u(e) ~ A(e)
n~oo

1) J. Deny; Sur la convergence des suites de potentiels. C. R. Acad. Sci. de Paris.
t.218 (1944), pp. 497 - 499.

2) Pour que 1'hypothese du theoreme sait verifH:e, il suffit, par exemple, que l'on ait

lim Pn(e) = pee)
n ... co

Pour tout ensemble e, bien qu'iI ne Boit pas regulier relativement ap.
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2 NOBUYUKI NINOMIYA

pour tout ensemble ouvert e, on peut en extraire une suite partielle

{lJ.nt;} dont les potentiels correspondants UIJ.~k convergent vers Ie potentiel
UP- sauf sur un ensemble de capacite exterieure 1lUlie, et de Plus, la
convergence est uniforme it rexception d'u1l ensemble ouvert dont la
capacite peut etre prise arbitrairenzent petite.

La demonstration du theoreme repose sur la proposition et les
lemmes suivants. Designons par ~B la famille de distributions posi­
tives p, portees par un ensemble E, telles que tt ne charge aucune
masse sur l'ensemble {M; ME Q, UP-(M) = + oo}. Alors, on a

Proposition. Pour toute distribution IJ. E ~F' it existe une suite
{ttn } de restrictions de tt telle que IJ.n(e) t tt(e) pour tout ensemble e et
.chaque potentiel UJl.n soit continu dans g. .

En effet, puisque UP-(M) est mesurable et fini presque partout
pour tt, etant donne tout nombr~ positif a, on peut trouver un
ensemble ouvert G tel que tt(G) < a et UP-(M) soit continu, considere
,comme fonction sur F - G. Lorsque l'on designe par II Ia restriction
de tt a F - G, il est bien clair que UlI(M) est continu dans Q. Soit
(in ~ 0 et pour chaque a'i' Gn un tel ensemble ouvert qui est decmis­
sant avec n, alors une suite {ttll } de restrictions de tt a F - Gn est
,evidemment compatible avec les conditions.

CoroUaire. Toute distribution p. E ~F ne peut charger aucune masse
,sur un ensemble de capacite nulIe.

En effet, soit f tt ll } une suite de restrictions de tt comme plus haut.
Alors, puisque tout UP-n est continu dans Q, chaque l.1. n ne peut charger
.aucune masse sur un ensemble de capacite nulle. Done 1.1. l'est aussi.

Lemme 1. Si une suite {ttn } de distributions positives, portl~es paT
un compact F, de masse totale uniformement bonwe, converge vers une
distribution p., etant donne toute distribution II E ~F' on peut en extTaire
une suite partielle {ttn,J dont les potentiels correspondants UP-nit con­
verge vers Ie potentiel Up. sauf sur un ensemble de mesure nulle pour II.

Remarquons d'abord que, si un potentiel UlI(M) est continu sur
F, une famille quelconque de potentiels de restrictions de II est egale­
ment continue sur F. En effet, a tout nombre positif e correspond
un nombre fixe a, tel que Ie potentiel de Ia restriction de II a une
sphere de rayon a et centree en un point quelconque de F soit < e

·au centre de Ia sphere, et en outre, d designant Ie diametre de F, it

. \1 11 e a-eXlste un nombre fixe 6' tel que x - y ~ II(F) pour 2 s: x, y ~ d
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SUR UNE SUITE CONVERGENTE DE DISTRIBUTIONS DE MASSES 3

et I X - Y I < 0'. Alors, pour une restriction arbitraire v* de v, il
est facilement connu que I U\*(M) - U"'*(M') I < 3e: si M, M' E F et

dis (M, M') < min ( ; , 0'). En utilisant ce fait, si U"(M) est continu

sur F, on peut extraireD une suite partielle convenable {ttnA;} qui
donne satisfaction. Si U"(M) n'est pas continu sur F, soit {v f } une
suite de restrictions de v comme il a ete dit en proposition. Alors
pour chaque V u on peut extraire une suite partielle {:-l\} dont les
patentieis correspondants UP.~A; convergent vers Ie potentiel Up. sal;lf
sur un ensernble de mesure nulle pour VI. Par consequent, en faisant
{f.!~:I} une suite partielle de {tt~~,} pour tout nombre i et en prenant
la suite diagonale de {/l~~J (i, k = 1, 2, ), on peut trouver une
suite partielle convenable {tln~J = {/l~k} (k = 1, 2, ......) qui donne
satisfaction.

Lemme 2. Soit {P.ll} une suite de distributions positives, portees
par un compact F, satisfaisante it l'hypothese du tlzeore1ne, et 1.( fa
distribution limite. Encore, G etant un ensemble ouvert, .soit {/.Jn} une
suite de distributions positives, portees par F' = F - G, qui converge
vers une distribution v. Si les restrictions ).' et p.' d~ ). et de· p. it F'
appartiennent it ~F'. et chaque Ull'/l (M) est continu et ~ 1 dans !2,.
alors on a

Soit {vnk } une suite partielle de {vn } dont Ies potentiels cor­
respondants Ui/ 1Ik convergent vers UV sauf sur un ensemble de mesure
nulle pour A' et pour /-l'. Etant donne un nombre positif e, on peut
trouver un ensemble ouvert 0 tel que ;" (0) <:: et la convergence de
Ulink vers Uli soit uniforme sur F' - O. Encore, on peut trouver un
compact E, regulier relativement a /.(, tel que Ee G et A(G - E) < c.

Alors, les suites de restrictions de tt'l a E et a F - E convergent vers
ceUes de tt respectivement.- Pour un i fixe et tout k assez grand, on
a l'egalite

JUVd/ln/c - JU"'dp. = J(UV - UVni)dtt lZlc

F-J!J F-FJ F'-O

1) C'est demontre de Ia m~me maniere que Ie cas au v est ~gale a la distribution de
mesure. (Voir" J. Deny; lac, cit.").
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4 NOBUYUKI NINOMIYA

+ f!(U-" - U'J11k)dttnk + j(U" - UlIlli)dttnk}
O·P, G-B

+ (fU lln1.dttnk - J U'Jntdt-e) + J(UlInt - U'J)dt-e
F-B F-B F-B

QU Ie premier terme est ~ e ·M(M = sup t-e,,(E», Ie second est
~ 4€ en tenant compte de P.g.! J-1.,.(OF') -::; ).'(OF') = ).'(0) < e et

n-+-

P.g.! /In(G - E) ~ J.(G - E) < e, Ie troisieme est < e, et Ie quatrieme
n ... DO

est < e, car U'Jn, est ::;;: 1 et converge vers Ull sur F - E presque
partout pour p.. Done on a

JU'Jd/JuJc - J U lldtt < (M + 6)e.
F-Fl F-Fl

Encore, pour tout k assez grand, on a

f UlInkdt-e - fall dtt = [f(UlInk- U'J)dt-e IlJc + (fU'Jnkdttnk - fall dtt) ]
F'-O B B

+ [(fUlInkdt-enk - J UlI dttnk ) + (J UlInkdttnk ~JUlI dtt nJc ) ]
G-B G-B O·F' 'F'

+ (J UlIdt-e~ik - f U ll dt-e )
F-B F-B

ou Ie premier tertne est < e' M, car Ia convergence de allnJc vers uv
est uniforme sur F' - 0 et E, et Ie second est < 4 e en tenant compte
de P.g.! ttn(OF') < e et p.g.! ttn(G - E) < e. Done on a

n ... ~ n ... oo

.e etant arbitraire, on a

D'autre part, on a sans doute

d'ou Ie resultat.
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SUR UNE SUITE CONVERGENTE DE DISTRIBUTIONS DE MASSES 5

Demonstration du theoreme. Pl~ons-nous sur une boule fermee
S assez grande contenant F. Posons

GN = {M; MEQ, U>'(M) > N} + {M; MEQ, U/L(M) > N}.

A tout nombre positif e correspond un nombre N assez grand tel que
la capacite C(GN ) de l'ensemble ouvert Gu soit < e. Designons par
..t' et par J./ Ies restrictions de ..t et de p. it. F' = S - GN' alors ..t' et
J1.' appartiennent a ~F" Pour un nombre pOSitif (J assez petit, Ut:

designant Ie potentiel de p. par rapport au noyau [ ; In qui est Ia

fonction egale it. min ( ; , n)' posons

en == {M; ME F', UiJ.n (M) - U::(M) > iJ}.

Soit V n une distribution positive de masse totale ~ C(en), portee par

e~, dont Ie potentiel U'Jn est continu et ~ 1 dans Q. Alors, puisque
Ia suite {vn} est de masse totale uniformement bornee, on peut
supposer qu'elle est convergente. v designant Ia distribution limite,
on a selon Ie Iemme 2,

Encore, en considerant Ie cas ou toute P.n cOIncide avec p. au Iemme
2, on a

f U'J dp. = P.p.! JU'Vn dp. ,
n..,.oo

ce qui est > P.p.! fu;:ndp. > p.p.! fUtndp.· = !Uldfl, pour tout i
n .... oo n .... oo

fixe. Comme i -+ 00, on a

Donc on a p.p.! C(en) = 0 moyennant la relation

+C(en) ~ ~ [fU'V II dfln - ! U~n dp.]

Par consequent, it. partir de {en} on pent en extraire une suite {en,,}

telle que ~ C(enk) < + 00. Similairement, si 1'0n pose
k =1
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6 NOBUYUKI NINOMIYA

e;~ = {M; ME F', U:n(M) - UII-(M) < -~},

00

on peut en extraire une suite {e~,t} telle que :E C(e~k) < + 00. En
k=1

tenant compte que UlJ.nk(M) - U~k (M) < ~ dans l'exterieur de Spaur
tout k assez grand, on a pour tout tel k

ce qui est auvert, car Ut:'T;: est continu dans tJ. Similairement, ei~A~ + G
est ouvert aussi. Done, soient E)) = u (en + e~.) et E = n E", alors

kE;)) k A. "~1

E" + G est ouvert pour tout 1J assez grand. Encore, soient
hn },; = {M; ME F', I UlI-nk(M) -UII-(M) I > oJ, H" = u hnk , et

k~))

H = "QI H". Alors, puisque 1'on a hllk < enk + e;tk pour tout k, C(e)

designant la capacite exterieure de 1'ensemble e, on a

C(H) ~ C( u hn ".> ~ CCE..) ~ C(E.. + GN ),
k5" .

ce qui est encore ~ :E C(en1.) + ~ C(e~) + C(GN ) < S pour tout v
k~" .' k",,'.1

assez grand. Done on a

C(H) ~ C( u hill) < e
k~lI

pour tout 1J assez grand. Ainsi, on a

UII-(M) - ~ ~ p.p.lUlJ.nk(M) .~ P.g.! UIIonA;(M) ~ UII-(M) + ~
k-;.oo k-;.oo

en tout point M de F ' - H, et de plus

uniformement sur F' a 1'exeeption d'un ensemble ouvert 0 tel que
C(O) < e. Ensuite de cela, soient {Si} et {Ni } les suites de nombres

positifs telles que iJ ei < +00 et C(GNi) < ·e:i pour tout nombre i.
i"'l

Alors, en reeommencant pour chaque Si ce qui precede, on peut extraire
une suite partielle {t-t~l } de {~n} dont les POtentiels UIJ.~k sont comme

k

plus haute En faisant {.u~+l} une suite partielle de {t-t~"J pour tout
nombre i, prenons la suite diagonale {,un,t} = {.u~k} de {,u~lk}. Alors
on a

UII-(M) - ~ ~ P.p.! UlJ.nk(M) ~ p.g.! UlI-nk(M) ~ UIJ.(M) + iJ
k ....... k ........
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SUR UNE SUITE CONVERGENTE DE DISTRIBUTIONS DE MASSES 7

en tout point M de S sauf sur un ensemble de capacite exterieure
nulIe, et de plus

uniformement sur S it l'exception d'un ensemble ouvert de capacite
arbitrairement petite. Finalement, soit {aJ une suite de nombres
positifs decroissante vers nulle. AIors, pour chaque at, on peut extraire
une suite partielle {,u~k} de {,ul~} dont les potentiels UIJ.~a" ont les
proprietes ci·dessus. En faisant {.u~:1} une suite partielle de {.u;k}
pour tout nombre i et en prenant la suite diagonale de {tt~k}' on
peut trouver une suite partielle {tlnk} = {tl~k} qui donne satisfaction.

C.Q.F.D.

DEPARTMENT OF MATHEMATICS,

OKAYAMA UNIVERSITY

(Received November 13, 1951)
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